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Die im vorliegenden Buche durchgefiihrte Darstellung der Sub- 
stitutionentheorie weicht in mehreren nicht unwesentlichen Punkten von 
der bisher fiblichen ab. Hierbei waren Gesichtspunkte massgebend, 
welche hervorgehoben werden miissen. 

Es ist unzweifelhaft, dass der Kreis der Anwendungen eines 
Algorithmus sich ausdehnen wird, wenn es gelingt, die Grundlagen und 
den Aufbau desselben von allen nicht unbedingt geforderten Voraus- 
setzungen zu befreien, und ihm durch die Allgemeinheit der Objekte, 
mit denen er arbeitet, auch die Méglichkeit des Eingreifens in die 
yerschiedensten Gebiete zu geben. Dass die Theorie der Gruppenbildung 
eine solcke Darstellung zulaisst, spricht fiir ihre weitgreifende Be- 
deutung und fir ihre Zukunft. 

Handelt es sich hingegen um die Anwendung eines Hilfsmittels 
auf ein bestimmt vorgeschriebenes und fest’ umschriebenes Gebiet, so 
wird auch die Konstruktion desselben nur diesen einen Zweck zu 
beriicksichtigen haben. Fiir die fehlende, aber nicht mangelnde All- 
gemeinheit tritt Loslésung von allem Uberfliissigen und erhéhte Brauch- 
barkeit em; es wird sich im klemeren Kreise die héhere Wirksam- 
keit zeigen. 

Die nachfolgende Darstellung der Substitutionentheorie ist ledig- 
lich darauf berechnet, ein wichtiges Hilfsmittel fiir algebraische Unter- 
suchungen in elementarer Weise vorzufiihren. Durch die von vorn- 
herein benutzte Verwendung ganzer Funktionen gelingt es nicht nur, 
der Theorie der Substitutionen, diesem Operieren mit Operationen, einen 
greifbaren Untergrund zu geben, sondern auch die Beweise vielfach zu 
vereinfachen, die Anschauungen zu pricisieren, die Hauptfragen scharf 
hervorzuheben und — was nicht das Unwichtigste zu sein scheint — 
den Stoff zu beschranken. 

Die beiden umfassenden, bisher publizierten Behandlungen der 
Substitutionentheorie stammen von J. A. Serret und von C. Jordan. 

Die vierte Abteilung der ,,algebre supérieure“ von Serret ist diesem 


g Gegenstande gewidmet. Die Verschiedenheit der Methoden hier und 


dort liess kaum eime Benutzung dieses hoch verdienstlichen Werkes 
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fiir unsere Zwecke zu. — Anders ist es dem umfassenden Werke von 
Jordan, dem ,,Traité des substitutions et des équations aloébriques “ 
gegeniiber. Es waren nicht nur die neuen, grundlegenden Begriffe, 
welche aufgenommen werden mussten; auch manche Beweise und Ge- 
dankenfolgen konnten, wie hier suede hervorgehoben werden 
mag, trotz der Verschiedenheit des (ranges im allgemeinen, passend 
verwendet werden. Die nicht im ,,Traité“ enthaltenen Untersuchungen 
des Herrn Jordan, welche benutzt wurden, sind an den betreffenden 
Stellen angefiihrt. 

Wenn aber auch manche Hinzelheiten aut jenen ,,Traité“ und auf 
diese Untersuchungen zurtickgefiihrt werden miissen, so verdankt doch 
der Verfasser seinem verehrten Lehrer Herrn L. Kronecker die An- 
schauungen, welche seinem gesamten Werke zu Grunde liegen. Er hat 
sich bemiiht, die Friichte, die ihm aus den Vorlesungen und dem 
Studium der Abhandlungen dieses Gelehrten, die ihm aus dem an- 
regenden persdnlichen Verkehre mit diesem Manne geworden sind, zu 
verwerten; und er hofft, dass die Spuren hiervon an manchen Stellen 
seiner Arbeit hervortreten mégen. Eines bedauert er: dass die neueste, 
bedeutende Publikation des Herrn L. Kronecker: ,,Grundziige einer 
arithmetischen Theorie der algebraischen Gréssen“ zu spit erschien, 
als dass er von derselben den Nutzen hatte ziehen kénnen, den zu 
ziehen er sich und seinen Lesern gewiinscht hiitte. 

Der Plan des Buches ist folgender: 

In der ersten Abteilung sind die Grundziige der Substitutionen- 
theorie mit steter Beriicksichtigung der Theorie der ganzen Funktionen 
abgeleitet; die analytische Darstellung tritt fast ganz in den Hinter- 
grund, da sie spiter nur zum Hinweis auf die Gruppen auflisbarer 
Gleichungen gebraucht wird. 

In der zweiten Abteilung werden nach der Festlegung einiger 
Grundbegriffe als Beispiele die Gleichungen zweiten, dritten und vierten 
Grades, die Abel’schen und die Galois’schen Gleichungen besprochen. 
Haran) folgt ein in arithmetischer Behandlung durchgeftihrtes Kapitel, 
iiber dessen Notwendigkeit am betreffenden Orte einiges gesagt ist. 
Endlich werden dann die allgemeinen, aber noch elementaren Fragen 
liber auflésbare Gleichungen einer Untersuchung unterzogen. 
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Symmetrische oder einwertige Funktionen. Alternierende 
und zweiwertige Funktionen. 


§ 1. Wir legen unseren Untersuchungen » Elemente 2,, 2%, ...%n 
zu Grunde, welche durchgehends, so lange nicht ausdriicklich das 
Gegenteil angegeben wird, als von einander unabhingig angesehen 
werden sollen. Hs ist leicht, aus diesen Elementen ganze Funktionen 
zu bilden, welche ihre Form nicht andern, wenn irgendwelche Stellungs- 
anderungen oder Umsetzungen der «x, untereinander vorgenommen 
werden. Solche Funktionen sind beispielsweise 

Wn” 5g" ick on”, 

LLP 4+ O° HP 4 Ly" He? +... + Uys Snl + OP eo? +... nal HQ%, 

(2, — Lp)? (@, — 5)? (&y — 5)”. (n—1 — Bn)”, 

u. 8S. W. 

Derartige Funktionen heissen symmetrische Funktionen. Es 
ist ersichtlich, dass dieselben wie ihre Form so auch ihren Wert nicht 
indern, falls man die x, irgendwie untereinander vertauscht. In diesem 
Sinne sind symmetrische Funktionen auch einwertige Funktionen. 

Umgekehrt laisst sich nachweisen, dass eine ganze Funktion 
9 (%,, Ly, -+-)%) der m von einander unabhingigen Gréssen 2,, %,... Wn, 
welche bei beliebigen Vertauschungen der a, untereinander keine Wert- 
inderungen erleidet, auch ihrer Form nach bei jenen Vertauschungen 
ungeiindert bleibt. Wir werden also zeigen: 

Lehrsatz I. Jede einwertige ganze Funktion der m von ein- 
ander unabhingigen Variablen 2, #,,...%, ist in diesen Ele- 
menten symmetrisch, — 

Es sei 9 (4, %,.-.%) die gegebene einwertige Funktion der n 
von einander unabhingigen (Groéssen ,,%,,...%,. Wir ordnen  (%,, ...@, 
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nach den Potenzen einer derselben, z. B. nach den Potenzen von 2, 
und erhalten so den Ausdruck 


1) P (ay, Loy +++ Fn) = Py Ly + Py Uy? + Pg Wy? Hh vee 


in welchen die Koefficienten 9, 9;, 92, --- ganze Funktionen von 
fp, %g, .»-€, allein sind. Nimmt man nun irgend eine Umstellung 
unter den Elementen x, vor und ordnet dann wiederum nach 2,, so 
erhilt man, da die Funktion g hierbei ihren Wert nicht andern soll, 
2) P (By) yy +++ Ln) = Po Uy + py BP! + Hy! DPF +... 

Fiir jedes Spezialsystem von Werten fiir 7,, 2, ...%, sind also 
die rechten Seiten von 1) und 2) einander gleich. Hs sei y>a, 8; 
dann nehmen wir y Spezialsysteme fiir die 7,, @, ...%, an, in 
denen die Werte w,, 2, ...%» stets dieselben bleiben, wihrend 2, 
andere und andere Werte erhilt. Infolgedessen bleiben die Koeffi- 
cienten ), P15 Po,--- und g,, g,', g,',.-. fiir alle y Systeme unge- 
indert. Die beiden ganzen Funktionen der Grade «, 6 von 2, stimmen 
sonach fiir y >a, 6 Werte der Grosse 2, tiberein; folglich sind sie nach 
einem elementaren Satze einander identisch gleich, und es ist fiir jede 
Wahl von: 2,03, ...0s 

C=B; Po= Por Pi= Pry P2= Pals ov 

Sollte also bei den Vertauschungen eine Formiinderung eingetreten sein, 
so kann sie nur innerhalb der q; vorkommen und muss so beschaften 
sein, dass gleichwohl der Wert von g; ungeiindert bleibt. Es gelten 
demnach fiir diese Funktionen m; von »—1 Variablen dieselben Voraus- 
setzungen wie sie fiir g(v,...%,) galten; folglich kann man in der- 
selben Art weiter gehen, indem man z. B. nach den Potenzen von 2, 
anordnet u.s. f Ist man bis zu den Funktionen einer Variablen ge- 
kommen, so ist man zu Ende, weil der Satz dann mit dem benutzten 
Hilfssatze zusammenfillt. 

Sind die a, nicht von einander unabhiingig, so ist der Beweis un- 
anwendbar, und der Satz wird unrichtig. Ftir 2,=2,=a, ist z. B. 
P (11%, %3) = 2u,?+ 2,4, - 2,” einwertig, ohne symmetrisch zu sein. 


§ 2. Da es bei unseren Untersuchungen hauptsiichlich auf die 
Verbindungen ankommt, in denen die x; auftreten, und wenig auf die 
Koefficienten, so kénnen wir die symmetrischen Funktionen, in Sum- 
manden zerlegt, so reduziert denken, dass nur ein Term das Produkt 
MP By” Onbaals : 

Besitzt eine so zubereitete Funktion einen Summanden ¢.2,“2,"...2,°, 
so fordert die Unverinderlichkeit der Form, dass alle iiberhaupt mig- 
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lichen Glieder vorkommen, welche durch Umstellungen der a aus 
jenem ersten entstehen kénnen. Erschépfen diese die Summanden der 
vorgelegten symmetrischen Funktion noch nicht, so giebt es em neues 
Glied ¢w,“a,"'...%,°, in welchem nicht alle Exponenten a, f, ...0 
gleich den entsprechenden o’, f', ...6' sein kénnen u.s. f. Es zer- 
fallt demzufolge jede symmetrische Funktion in ene Summe von solchen 
symmetrischen Funktionen, in denen alle Summanden aus einem unter 
ihnen durch Vertauschungen der Elemente untereinander abgeleitet 
werden kénnen. Alle diese Summanden sind von demselben Typus 
oder einander ahnlich. Derartige symmetrische Funktionen sind 
folglich aus einem beliebigen ihrer Summanden ableitbar und daher 
durch einen solchen unzweideutig zu charakterisieren. Es geschehe 
dies dadurch, dass wir vor den bezeichnenden Ausdruck ¢c%,“a,?... 4,9 
ein S setzen. So bedeutet also S(x,”) bei zwei Elementen w,, x, die 
Summe #,?+ 4,7, bei dreien die Summe w,?+ %,?+4,”. 


§ 3. Betrachtet man die Elemente #,, 7, ...%, als die Wurzeln 
einer Gleichung n‘™ Grades, so hat dieselbe die Form 


3) FC) =@—&,)K2 —a,)«.. (4 — a) =0, 
und das Polynom der linken Seite lautet entwickelt 
AY xe — (mH, +44... + Gn) 42-1 + (0, Hy + Ly +... + %n—1Hn) 2 —* 
St Ly eo ek SE Ol Coa A ok Cas 
Die Koefficienten sind also einfache ganze, symmetrische Funktionen 
der 2, 
CR 19 (2 )h5 5 Oa 59) Myla) g's og) ORS (ys a) 
Ge OG aM) ag Mee va Oak 
Diese Bildungen werden als elementare symmetrische Funk- 
tionen bezeichnet. Sie sind dadurch von Wichtigkeit, dass jede ganze 
symmetrische Funktion der x, sich als ganze Funktion der ¢ dar- 
stellen lisst. 


§ 4. Wir beweisen diesen Hauptsatz der Theorie symmetrischer 
Funktionen derart, dass wir ihn fiir die eimzelnen in § 2 charakteri- 
sierten Bildungstypen nachweisen, wobei sich gleichzeitig auch die 
Methode der Uberfiihrung einer symmetrischen Funktion der x, in eine 
Funktion der ¢, ergeben wird. 

Wir beginnen mit denjenigen Typen, die nur eine Wurzel in jedem 
Summanden enthalten, d. h. mit den Formen S(a,’); eine solche Funk- 
tion ist die Summe der Ate" Potenzen aller Wurzeln; wir fiihren die 


; ' Z 
_ Bezeichnung 8, = S (x,") 
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ein. Dann ist es leicht, eine Rekursionsformel fiir die s; zu finden, 
falls A> ist.™ 
Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Gleichung 4) 
a” = oa" 1 Da 7 2. EG =O 
hat die Wurzeln @=2,, %, V%, ---@n, 80 dass fiir a=1, 2, 3,...0 
die Gleichheiten gelten 
ahh ig, eee EE Ge Oe ae dee 
Addiert man die » Gleichungen, welche zu demselben 7 und zu «= 1, 
2, 3, ...% gehéren, so entsteht 
A) Snr — €Sntr—1 + 6)Sn4-r—3 — 000 nS = 1 r>0, 
wobei s,=n zu setzen ist. Dies ist die Rekursionsformel, vermdge 
deren 8, (m > n) durch~$»-"1 5 Sa-22,.-+-Sm =, BUsecraakt wird. 
Es fehlt die entsprechende Formel fiir m<n. Um diese ab- 
zuleiten, setzen wir, da /(%q) =0 ist, 
PO) gy (a) O= ee) mae CBE | eg 
L—Lo | G— Hy Ee * B= We 2 2—e are 
== ("Tp gt? ta 8a.) — 6, (08 OS ae eg 
a= tins Gh Oghe* ad ah 8 = ares eta 
wo demnach der Koefficient 
Ay == Cy — Cy —1 8a + Cy DEL e? — Cy —3%a° +... + Ht re" 
wird. Addiert man also die m Ausdriicke d’,, d"i, ...du, ...du™, 
so erhalt die Summe d',,+ 4", +...+4, +...+ 4. den Wert 


5) Cu Sy — Cu—1 8; + Cu —2 Sy — + + (— 1)" Sy 
fiir alle Werte w=1, 2, 3, ...0—1. Anderseits ist d, als Koeffi- 
cient von #"—"“~—!' in der ganzen Funktion 
F(#) _ 


= (4 — %,) (@ — ay) ... (4 — Ta DO — Fe41) ... G— Fa) 


gleich der Summe aller Produkte von je « Elementen, welche aus 
der Reihe 


igs SS a as Drea ea ee aes 
herausgegriffen werden kénnen. Die Anzahl dieser Produkte ist gleich 
(= 1) = 2). 0), 
Uy eee 
die Anzahl aller in der Summe d',+d".+...d, vorkommenden 
Produkte von je w Klementen daher gleich | 
Was 1)(n—2)...(u—w) _n(m—1)(m—2)...v—w +1) 
ee Rated oe an ae ae) 


* Kuler: Onde varii argum. Demonstr. genuina theor. Newtoniani II, p. 108. 


sala ee lla a as 


Cy 
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Diese Summe d’,, + d",,+...+d,™ ist ihrer Bildung nach symmetrisch 
in den Hlementen «#,, x, ...%,; alle ihre Summanden sind yon 
n(n—1)(n—2)...(n—u+1) 
ier ot be Laer eM 
Glieder von ¢,; jedes dieser Glieder kommt also, wie sich aus der 
Vergleichung der Anzahlen ergiebt, (n — w)-mal vor, d.h. es ist zu setzen 
Uy td... +4, =(n—p) Cy, 
und daher erhilt man durch Verbindung dieses Resultates mit 5) 
Cu Sy — Cu—181 + Cu—2 Sq —-2- + (— 1) Sy = (n -- Wb) Cy 

Da s,=7 ist, so liefert diese Gleichung die gewiinschte Rekursions- 
formel 

B) Sp — C1 Su—1 + CgSu—2 —-.- + (— 1)! pgp =0 (wn). 
Diese Reihe von Gleichungen in Verbindung mit A) lést das auf- 
gestellte Problem. Ausgefiihrt lauten die Gleichungen B) folgender- 
massen 


gleichem Typus, nimlich gleich einem der 


S —n=0,-. 
§, — &, =9; 
B,) Pee gO, 
Sy — C8, + CS, —3¢,=0, 
Sa—1 — &Sn—2 + CSn—3 —++- + fe 1)*~1¢,-1=0. 
An diese Gleichungen schliessen sich dann diejenigen von A) an.* 
§ 5. Die Auflésung der Formeln A), B) liefert die Darstellung 
von s,, durch die ¢,, %, ...¢, Es kann dies leicht durch Determi- 


nanten geschehen. Hier mégen wenigstens die ersten fertigen Formeln 
Platz finden** 


6 ee 
Sg = ¢,° — 3¢,¢, + 5e,, 
Bese = 4¢,?c, + 4¢,¢, + 2¢,”—4¢,, 

8, = 4° — 56,3 c, + 56,7, + 5c, Cy? — De, €, — ey Cy + DCs. 
Dabei ist zu bemerken, dass z. B. fiir n—4 alle c;, deren Index 4 
grosser als vier ist, gleich Null gesetzt werden miissen; dies sieht 
man direkt ein oder man leitet es auch daraus ab, dass man zu den 
gegebenen vier Hlementen z,, “,, “,, 7, noch beliebig viele andere 


C) 


* Die Formeln A), B) sind zuerst von Newton: arithm. univers. De trans- 
mutatione aequationum gegeben. 
** Verg]. Faa di Bruno: Binire Formen; deutsch bearb. von Walter, I §1. 
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mit den Zahlenwerten Null hinzunimmt; denn hierdurch werden die 
Potenzsummen in keiner Weise geiindert, wihrend die ¢;, ¢;, -.. samt- 
lich zu Null werden. 

§ 6. Nachdem diese Fundamentalaufgabe gelést ist, gehen wir 
zur Darstellung symmetrischer Funktionen von der Form S (#,“2,") 
durch die elementaren symmetrischen Funktionen ¢,, ¢, -.. n der 2 
iiber. Wir setzen zuerst voraus, dass « von 6 verschieden sei. Wenn 
man das Produkt der beiden Ausdriicke 


Soe = 0% ++ Hg* + HF ee + Ons 

Sz = 0,0 + 248 + a+... + Gnl 
bildet, so erhalt man auf der linken Seite s,s ;. Rechts kann man 
die Multiplikation derart durchfiihren, dass man zuerst je zwei unter- 
einander stehende Glieder vereinigt und dann die iibrigen Produkte 
ausrechnet. Das erstere Verfahren giebt s.43; die zweite Operation 
liefert S(,°2,*). Denn erstens gehdren alle entstehenden Produkte 
der Form 2;“x,"° an, zweitens kommt jedes Gled der symmetrischen 
Funktion S(v,“«,”) wirklich vor und drittens tritt es auch nur einmal 
auf. Daher ist 


i. aN sae D za 

6) S (2, 2_") = 8e83 — Sepa (@SB). 
Ist ferner a=, so indert sich bei der Multiplikation links gar nichts; 
an Stelle von s..s; tritt nur s,”. Rechts geht sei in so. tiber, so 
dass auch dabei keine Anderung auftritt. Dagegen gehen von den 
librigen Gliedern je zwei, die vorher verschieden waren, in ein ein- 
ziges tiber, niimlich 2,“a,° und 2,’x,“, jedes in 2,“x,“; es wird also 
aus S(#,“x,") fiir «= 6 entstehen 2S(x,“a,°), und man erhilt folglich 
fiir gleiche Exponenten 

a ay Le iam 2 
1) S (ay* 2°) = ¥ (Se? — Sze). 


q 9 = : 
§ 7. Zur Berechnung der symmetrischen ganzen Funktionen yom 
Typus 2,°%,/ v5’ -benutzen wir die drei Reihen 
on ae u,* fb Hy +, E ates 
Se = Hy + HP +... + ay, 
Sy = 0," + :q! +... Bn? 
_ Es seien zuerst die drei Indices @, 6, y unter einander verschie- 
den. Das Produkt der linken Seite liefert s..sy.s,. Rechts multipli- 
aiert man zuerst je drei unter einander stehende Summanden; dies 
hefert Sa+e+y- Dann multipliziert man je zwei einer Kolonne an- 
gehorige Glieder mit einem dritten zu einer anderen Kolonne gehori- 
gen; dies liefert die drei symmetrischen Funktionen S (#,“+? z,”), 
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S(a7+74,°), S(x,7+*x,%). Nimmt man endlich die noch iibrigen, 
also nur Glieder zusammen, welche verschiedenen Kolonnen angehéren, 
so erhalt man die symmetrische Funktion S(x,“z,%2,7). Es wird dem- 
nach mit Hilfe der Resultate des vorigen Paragraphen 
Sa8p8y = Sa43+y + (Sa438y — Sa+p+y) + (Sa4783 — Sa+e+y) 
+ (S34 780 — Su434y) +S (0% 25° 257) 
=~ 28a4 347 + (Sut 58; + 83-4 7Sa + 8/4083) + S (0,49 257); 
8) S a," a9? £5!) = $4838, — (Sa4 35y+ $34-7Sat 84053) + 25a4p+y- 
Waren zwei der Indices, z. B. « und £, einander gleich, so wiirde 
rechts in der letzten Gleichung 8) keine wesentliche Anderung ein- 
treten; dagegen wiirde links wieder 
[S (4% 22? L537) las = 2S (41% Lo4 25") 
gesetzt werden miissen, da je zwei Glieder 2,*4,/ 7,’ und &,? 2% x,/ 
fir «+f in-ein und dasselbe Glied z,%7,*z,’ iibergehen. Hbenso 
wiirden sich fir ~—B=y je 6=1.2.3 Glieder der Form 2,%2,? 2,%, 
welche im allgemeinen Falle von einander verschieden sind, zu einem 
elnzigen vereinigen, so dass man hatte 
[S (2, of U5’) lax pay = 3! S (21% a," 45°). 


Demnach entstehen die beiden speziellen Formeln 


9) 8 (a,° 42° £5) = + (82" 83 — 52.083 — 280 $043 282042), 
10) S (a4? 02° 3°) = = (Sa° — 3820 Sa + 250). 


§ 8. Da die bisher befolgte Methode in gleicher Weise auf Typen 
von symmetrischen Funktionen angewendet werden kann, bei denen 
in jedem Gliede mehr als drei Elemente x; auftreten, so erkennt man 
die Reduktion der héheren auf niedere Formen; und da eine jede sym- 
metrische Funktion in solche Typen zerlegt werden kann, so folgt: 

Lehrsatz Il. Jede ganze symmetrische Funktion der Groés- 
S€N %,, Zz, ..-Z, lasst sich als ganze Funktion der Potenz- 
summen s, derselben Gréssen und daher auch als ganze 
Funktion der elementaren symmetrischen Funktionen «&, ¢, 
...¢, ausdriicken. 

Es muss jetzt noch der wichtige Zusatz bewiesen werden, dass 
eine solche Darstellung einer symmetrischen Funktion nur auf eine 
einzige Art moglich ist. 

§ 9. Um diesen Nachweis zu liefern, nennen wir den Term 

2, Lf 44"... hoher als x, 7! 25"*..., 


wenn die erste der Differenzen 
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Mii fbyy Ng es gy es 
welche nicht verschwindet, einen positiven Wert hat. Man legt also , 
bei dieser Bestimmung eine willkiirliche Rangfolge der x zu Grunde.* 

Dann enthalten 

Cee Ge tes 
als héchste Terme die folgenden 
i» Uy hay hy hola) te Agta tein ee, 
und es liefert die Funktion 
C1" Go? s’.., als héchsten Term xt t7t--, gO TIE, Get Ti. on 

Damit also die beiden héchsten Terme zweier Ausdriicke 

Cre GP Glo Und WEE. Cee. 
einander gleich seien, muss 

pat, p=b;- oe." G=C 
werden, d. h. zwei verschiedene Systeme von Exponenten bei ¢,, ¢...¢n 
liefern verschiedene héchste Terme. 

K6énnte nun eine ganze symmetrische Funktion von 2, 2, ..-%n 
in zwei wesentlich verschiedene Funktionen von ¢,, ¢, ...¢, Um- 
gewandelt werden, so wiirde fiir alle Werte von 2,, 2, ...& die 
Gleichung 

P (C15 Cay v0 Cn) = (Cqy Cy +n) 
bestehen; die Differenz m—w, welche als Funktion der c, nicht iden- 
tisch Null ist (denn sonst wiirde die Umwandlung nicht auf zwei ver- 
schiedene Arten vor sich gegangen sein), ist als Funktion der a, iden- 
tisch Null. 

Denkt man sich nun in p—¥w die etwa vorhandenen, sich gegen- 
seitig zerstdrenden Terme der ¢,, G...¢, getilgt und tibersetzt die 


zuriickbleibenden Glieder in eine Funktion der «, welche nach einer 
der Variablen x geordnet 


fi, te" + fae" —* +... 


heissen mége, so wird dieser Ausdruck nicht identisch Null sein, da 
er einen aus m—w entspringenden hiéchsten, von Null verschiedenen 
Term enthalt. 


Es miisste demnach fiir jedes Spezialsystem von Werten fiir die ay 


ita + fete’ 1 +... +f-41=0 


* Gauss: Demonstr. nova altera etc., § 5, Ges. W. III. S. 37—38. Vergl. 
L. Kronecker, Monatsber. d, Berl. Akad. 1880, S. 943 ff. 
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sein. Wahlt man aber r+1 Systeme von Werten fiir die x,, welche 
sich nur durch die fiir x, festgesetzten Werte unterscheiden, so er- 
kennt man die Unméglichkeit dieser Annahme, und es folgt: 


Lehrsatz III. Hine ganze symmetrische Funktion von a, 
Xa, ...%, lasst sich nur auf Hine Art in eine ganze Funktion 
der elementaren symmetrischen Funktionen ¢,, ¢, ...¢, um- 
setzen. 


§ 10. Die soeben gemachte Bemerkung, dass ¢,%¢,° ¢,”... als héch- 
sten Term a,°t?tyt-...9.8trt.-.g,yt--... liefert, fiihrt dazu, den lite- 
ralen Teil einer gegebenen symmetrischen, homogenen ganzen Funktion 
der Dimension » sofort aufzustellen.* 

Enthalt naimlich die gegebene Funktion eine und daher jede der 
Variabeln héchstens in der Potenz m, so darf jeder Summand des 
Ausdrucks in den ¢ héchstens m Faktoren enthalten. Denn erstens 
liefern zwei verschiedene Terme ¢,%¢,° ¢,’..., €,% ¢” ¢,”... verschiedene 
hochste Terme, so dass diese sich nicht zerstéren kénnen; und zwei- 
tens. liefert ¢,7¢,°c,’... die Potenz a¢+?ty+-, so dass a+B+y... 
<™m sein muss. 

Ferner wird die Dimension von 2,¢tetyt-. a Pyte- aye, 
gleich a+28+3y+...; da der betrachtete Ausdruck ein homogener 
ist, muss bei dem entsprechenden Gliede, namlich bei ¢,%¢,°¢,”... die 
Summe «+28+3y+... gleich der Dimension 7 der homogenen sym- 
metrischen Funktion sein. Durch diese beiden Beschrinkungen, welche 
den Exponenten der ¢ auferlegt sind, namlich: 


ao+tB+y...<m, ao+2B4+3y+...=n 
scheidet ein grosser Teil der méglichen Glieder aus. Sind also q, 
q,, +-- noch unbekannte Konstante, so folgt z. B. fiir 


IS (aby? a9? a5” 4) = Yo lq + 44616 + Yo 00% + 95030, (mM—=2,n= 7) 

und fiir 

S [(@,—2—)* (a, ay)? (3 —21)"] = Jol + 9161 0s + G9 CoC + 9503” + 40 Cy + 
+ 5.6, 6263+ Ye Ca® + 97617 Cyt 9gC1” Cy” 

Die noch unbekannten numerischen Koefficienten werden dann am ein- 

fachsten durch Zahlenbeispiele berechnet. So erhilt man im zweiten 

Falle fiir 

1) %,—1, 7,——1, %=—%,=...—0; ¢=0,¢,——1, g=aq—...=0, 

Det 22105). Ogi ae 


* Vergl. Salmon: Lessons introd. to the modern higher Algebra § 54, Kro- 
necker: Monatsber. d. Berl. Akad. 1880, S. 943 ff. 
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I) #,=1, a=1, m=%=...—0; 4=—2, g=1, g=4=...—0,; 
S=0=—4+44q; a&=1. 
IID) 2,=2, %=2, %=—1, e=...—0; 4=3, =0, g——4, C=...=0; 
S=0=16q,—4.279q,; 2Tq,= 44. 
IV) #,=6, %=3, %=—1, %=..=0; ¢=T1, =0, G=—36, 4=—...=0, 
‘S= 400 = 369q,-—T4q,3_ dg =~ 27; G@=—4. 
V) %=1, %=1,-4,=1, m=...=0; ¢=3, 6=3,Gq—1, 4G 
S=0=—27+ 9q,—108—108+ 81; 9g, = 18. 
a. Bae 
Sind #,, 2, % die eimzigen vorkommenden Groéssen, so geht die 
linke Seite in den Ausdruck (x, —%,)?(%—-%3)?(@—,)? tiber, den 
wir mit 4 bezeichnen und ,,Diskriminante der Gréssen 2, 22, 15° 
benennen. Die wesentlichsten Higenschaften dieser Funktion sind die, 
dass sie symmetrisch ist und dass ihr Verschwinden fiir die Gleich- 
heit zweier der drei Gréssen w,, x, v; hinreichend und notwendig ist. 
Rechts muss ¢,=¢;=c,=0 gesetzt werden und es entsteht daher die 
Gleichung 


A= — 216,* + 18¢,4¢, —4¢,° — 4¢,7 6 + 6,7 6% 
§ 11. Allgemein kénnen wir als die Diskriminante der x Grés- 
Sen %,, %,....%, diejenige symmetrische Funktion der x, bezeichnen, 
deren Verschwinden fiir die Gleichheit zweier der » Gréssen x; hin- 
reichend und notwendig ist. Sie hat die Form 
Lp) RGAE — Bu)? (A<p; A=1, 2,...n—1; w=2, 3,...). 


= (a, — a)” (a, Wg)? (@, — 4)”. Cy, — Wn)? 
(&_— as)” (Wy — a4)”. (@y — Ln)” 
(a3 —24)*... (3 — Xn)? 


(4n—1— Xn)”, 
dronthalte =a. nee ‘ap 2 : 
und enthalt —>—~ aktoren von der Form (#,—2,)*, (A<u); ihre 


Dimension ist ~(m—1); die héchste Potenz, in welcher jede Un- 
bekannte 2 vorkommt, ist die 2(m— 1); sie ist das Quadrat einer 
ganzen, nicht mehr symmetrischen Funktion der 2,, 2, ...%,, von 
welcher noch vielfach die Rede sein wird. 


§ 12. Wir gehen zur Berechnung einer symmetrischen Funktion 
iiber, bei welcher die Diskriminante eine Rolle spielt. Die Gleichung, 
deren Wurzeln a,, a, ...@, sind, heisse wie oben 3) 


f(«) =9; 


dann wird, wenn wir setzen 


ea 
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HO _ (0, 


fiir alle Werte 4= Perego Seach eee Gleichung gelten 


f" (a2) = (aa — a) (a2 — Hy)... (2 — £1 —1) (@2 — 4241)... (¥2— Hn). 
Wir bilden die symmetrische ganze Funktion 


S[a,*f" (a2) f' (@s)---f" (@n)]5 
diese enthalt nur » solcher Summanden; jeder derselben ist durch 
L,—%, teilbar, da in jedem mindestens einer der beiden Faktoren 
f'(@,), f'(#) auftritt; ja es sind alle Summanden, mit Ausnahme der 
beiden ersten, durch (x,—,)? teilbar, da jene anderen samtlich 
f'(@,)-f'(%) enthalten. Diese beiden ersten aber lauten zusammen- 
genommen 


1% f" (ain) f(s) +0" (Wn) + 2? f' (2) f(s). (a) 

= f' (@5)f" @s)-+-f" (Gn) «(#, ay) { @,"(Ly— Hig) (ily) + By" (Hs) (Ly). +} 
Diese Summe ist, weil ja die geschweifte Klammer fiir v7,=—a#, zu 
Null wird, auch durch (#,—2,)? teilbar. Es ist also (w,— 4)’ ein 
Faktor von S. Was von den beiden Wurzeln w,, x, gilt, ist auch fiir 
jede andere Kombination 2, x, richtig. Es hat somit S den Faktor 


A= II (%— 2%) Aus dal, 255i — bs, ws 2) 8p), 
25 


d.h. S ist durch die Diskriminante von f(z) nas wo f(z) als 
Reprisentantin der » Wurzeln x,, “, ...%, eingesetzt ist. Nun ist 
f'(#,) nach z, vom Grade n—1, 

: f i (2) ee aC a ables ” 1 = a 
folglich ist 


Diet (te) f' (as) ---f (an) nach #, yom Grade «+-n—4; 
A f(a) Fae) ---f (Hn) 9 By » 2n—3 
und, falls @ geringer ist als n--1, wird 


S nach x, vom Grade 2n—3. 
Es ist aber 


¢ LDS 
” ” 2n 9 


da 4 ein Teiler von 8 ist, so muss der andere Faktor Null sein, d. h. 


wir erhalten die Formel 


S[x,°f" (@2) f"(@)---f" (@n)]=9, (@<n—1.) 


ax 
* Das Zeichen = mdge ,ungleich* bedeuten; es ist in vielen Fallen dem S 
yorzuziehen, z. B. in allen, in welchen Gréssenverhiltnisse nicht auftreten. 
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Ohne Anderung des Beweises und des Resultats hiatten wir fiir 
a,* eine beliebige Funktion des Grades, nehmen kénnen; es sei g (x) 
eine solche, dann wird 


Slop (x,) f" (a) f" (a)... f' (@n)]=0 (falls p vom Grade «<n—1 ist). 
Die gewdhnliche Form, unter welcher die vorstehende Gleichung 
geschrieben wird, geht dus der eben erhaltenen durch Division mit 


(a) 1" (ty) f" (0) «f(a = (— 1 


hervor; sie lautet 


D) ae at a0 (falls g von geringerem Grade ist als /"). 


Ist a gleich »—1, so wird 


S nach x, vom Grade 2n— 2, 
A » % » ) 2n—2, 
und da 4 ein Faktor von S ist, so kénnen beide Funktionen S und 
4 sich nur durch einen von 2, unabhingigen Faktor unterscheiden. 
Was fiir 2, gilt, ist fiir jede der anderen Gréssen 2 richtig; also ist 
S=-24 56. 
wo ¢ einen numerischen Faktor bezeichnet. Um diesen zu berechnen, 
beachten wir, dass nur der erste Summand in S nach w, vom Grade 
2n—2 wird, dass alle folgenden yon niederen Graden sind, und dass 


2 


der Koefficient von «,?"—° infolgedessen gleich 
(— 1)"—* (@y — Wg) (Wy — Wy) «++ (@a — Wn) « Ly — By) (Wy — Wy). (Wg — Gn) 
ae «+ (Lp — Ly) (Hn — Ly) ++ (Ln — Ln—1) 

n(n— 
=(—1)7 2 (a —a,)" (yg —2y)*... (4 Gn)*, (Wg —4)*. <a (Gg — Hn)? sae) 
ist. In c4 ist der Koefficient von «,?"—* gleich 
C. (Ly — Bg)* (Ay — a4)9.5 (Gy n)*: (By PS y — en) ves ne 
so dass sich ergiebt 


n(n— 1) 


c=(—1 


Stu @)F@)-f@= (1) 2 4 


oder, thnlich wie oben, durch betes der ganzen Funktion (2) 


und 


S [p (%,) f' (wy)... f' Gn) = (— Noe a (falls p(w) =x" —!+ wa”—*,... ist) 
Y (a) 
9 Sy Lf (ea) 


* Die Formeln D), E) stammen von Huler: Calcul. integr. II § 1169. 
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§ 13. Ist eine aus den Elementen 2,, a, ...2, gebildete ganze 
Funktion nicht symmetrisch, so wird sie bei allen modglichen Ver- 
tauschungen der w#,, ...%, untereinander verschiedene Formen und 
also bei von einander véllig unabhingigen x auch verschiedene Werte 
annehmen. Die Ausfiihrung einer derartigen Vertauschung oder Per- 
mutation der Elemente x, untereinander soll Substitution heissen, 
so dass die Permutation das Resultat einer Thitigkeit, der Substitu- 
tion ist. 

Eine beliebige Substitution veriindert die Form einer symmetri- 
schen Funktion nicht; dagegen giebt es andere Funktionen, deren 
Formen durch Substitutionen geaindert werden kénnen; so nehmen 

LT) 42 02 + Hy? — 02, Hy? y+ Uy + He, HP +7? + 2, 
bei gewissen Substitutionen andere Werte an, z. B. bei der Vertau- 
schung von 2, und x, die Werte: 

Wy) —2?+4,?+ 4,?—22, 02%, %, + 14% +44,  L_>+ Ue? +. 

Die beiden ersten yon diesen drei Funktionen 1) bleiben fiir 
die Vertauschung von x, und 7, ungeindert, die zweite ferner, wenn 
man Z, und x; miteinander vertauscht u. s. w. 

Je nach der Anzahl der Werte, welche eine ganze Funktion bei 
allen iiberhaupt médglichen Vertauschungen der Elemente annehmen 
kann, heisst dieselbe ein-, zwei-, drei-, vierwertig u.s.f. Die 
Existenz einwertiger Funktionen war ersichtlich; die Hauptsiitze aus 
der Theorie derselben sind im ersten Teile dieses Kapitels besprochen 
“worden. 

Wir werfen jetzt die Frage nach der Existenz zweiwertiger Funk- 
tionen auf. 

Angenommen, es gibe zweiwertige Funktionen, so sei 
y (@,,%+..£,) eime solche; ihre beiden Werte bezeichnen wir durch 


Wie hes teen) Ud OG, (as. «: Be). 


Was fiir Substitutionen auch immer auf p(#,,...%,) angewendet wer- 
den moégen, das Resultat wird g, oder g, sein; ebenso ensteht aus 
g, oder g, unter der Kinwirkung einer Substitution immer wieder g, 
oder g,. Wendet man auf g, und auf g, gleichzeitig dieselbe Sub- 
stitution an, so wird die Hinwirkung derselben auf gy, etwas anderes 
hervorrufen als auf g,; denn es ist 


Pee Bim on y 
9) Py (Ly Lay +++ Ln) == Py (Ly Loy +++ Ln); 
und fiihrt nun die Substitution 7, in %,, Z mM %,, ... 
itiber, so wird auch im Resultate 


on 
Linge al ce 
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6) Y; (xi, ? Viny vee i) = (Qo (xi, ? Vi y <s\s Xi) 


werden, denn die beiden linken Seiten von «) und ) unterscheiden 
sich nur durch die Bezeichnung der Argumente von einander, und 
ebenso die rechten Seiten. 

Da nun 9, (2%, %,,---%,) infolge der Zweiwertigkeit entweder 
gleich ,(a,,...%) oder gleich 9,(,,...%p) ist, 80 wird go(#i,, Viz, ++ Vin) 
respektive gleich g,(2,,...2,) oder gleich @,(#,,...%»). Mit anderen 
Worten: Diejenigen Substitutionen, welche den einen Wert 
der zweiwertigen Funktion @ nicht findern, iindern auch den 
anderen nicht; diejenigen Substitutionen, welche den einen 
Wert von g in den anderen iiberfiihren, verwandeln diesen 
zweiten riickwirts in den ersten. 

Bilden wir jetzt aus der angenommenen Funktion ¢, tiber deren 
Existenz noch gar nichts feststeht, die Differenz ihrer beiden Werte 


Yi =P, — Pa, 
so hat diese Funktion gleichfalls zwei und nur zwei Werte. Denn 
jede Substitution liisst entweder y, und g, ungeiindert und damit auch 
w,, oder sie verwandelt g, im g, und g, in g, und ruft dadurch den 


zweiten Wert 
Y= 9, -—G, = — 


hervor. Existiert also eine zweiwertige Funktion g, so existiert auch 
eine zweiwertige Funktion ~, deren beide Werte sich nur durch ihre 
Vorzeichen von einander unterscheiden. Das Quadrat dieser Funktion 
ist daher symmetrisch. Hime solche Funktion heisse eine alternie- 
rende Funktion. 


§ 14. Bleibt eine Funktion fiir jede Umsetzung von je 
zwei Klementen a, ungeiindert, so bleibt sie tiberhaupt un- 
geindert, was fiir eine Substitution auch auf sie angewendet 
wird. Denn jede Substitution lisst sich aus einer Reihe von der- 
artigen Umstellungen, die wir Transpositionen nennen wollen, zu- 
sammensetzen. Wir nehmen an, die Richtigkeit dieses Satzes sei fiir 
n—1 Elemente nachgewiesen; dann zeigen wir sie auch fiir x Elemente. 
Sollen 2,, %, a3, ...@, durch 2, %,, 2, ...%;, ersetzt werden, wo 
die Zahlen 7,, %, ...%, eine Umstellung der Zahlen 1, 2, 3, ...2 
bedeuten, so fiihre man zuerst die Transposition aus, welche 2, und 
a, vertauscht; dadurch geht @,, 2, @3, ...@, M @,, ®, Wr, «ke 


tiber, wo die ky bis auf ein einziges i mit den @ iibereinstimmen, und 
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man hat dann nur noch die Uberfiihrung von %,, %,, %,, -..%, IM 


n 


Li,, Li,» “iz, »..%;,, 2a bewerkstelligen. Da das erste v in beiden 
Stellungen schon dasselbe ist, so ist nur noch %,, %,, ...%, in %%,, 


Li,, -.-Z;, vumzuwandeln, d.h. die Aufgabe ist auf die gleiche bei 


nm—1 Hlementen reduziert. 
Fiir 12 ist der Satz selbstverstandlich. Folglich ist er all- 


gemein bewiesen und wir sehen: 


Lehrsatz IV. Jede Substitution kann durch eine Folge 
von Transpositionen ersetzt werden. 


§ 15. Es giebt also mindestens eine Transposition, welche den 


- Wert einer alternierenden Funktion dndert und ihn dadurch in den ent- 


Dah 


AOR 


gegengesetzt gleichen umwandelt. Diese Transposition mége zv, und 
Zz mit einander vertauschen. Dann wird bei der Funktion ~ des 
§ 13 zu setzen sein 


Gg ne ha ie hg cog — WAN yo 2s copa lena a)? 
Fiir =z; wird daher w gleich seinem entgegengesetzten Wert, d. h. 


gleich Null. Demnach wird 
GAGs ah Sfp 3 1k, 0; 


als Gleichung fiir die Unbekannte z aufgefasst, die Wurzel z=zy 
haben; das Polynom y ist also durch z—,; teilbar; folglich hat 


Dee Poe 7 ae 


den Faktor z,—2s und die Funktion 4? den Faktor (7¢—»)?. 


Weil ferner ¥* nach § 13 symmetrisch ist, so enthalt es alle 
Faktoren von der Form (%,—%,)*; dies wird durch die Unverander- 


_ lichkeit der Form einer symmetrischen Funktion bedingt. Nun war 


A = (0, — 44)". «(Fy — Fn)? (Ly — Wy)” 16 (by — Un) 
die Diskriminante der » Werte 7, 2, ...%3 also haben wir den 


Lehrsatz V. Jede alternierende Funktion ist durch V4 


 teilbar. 


§ 16. Uber die Existenz alternierender Funktionen ist auch durch 


- den letzten Satz noch nichts ausgesagt. Der folgende Lehrsatz giebt 


Aufschluss fiber diese Frage. 


Lehrsatz VI. Die Quadratwurzel aus der Diskriminante 


der m Groéssen 4%, %, ...%, ist eine alternierende Funktion 
_ dieser m Gréssen. 
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Denn (V4)? ist symmetrisch in den 7; YA hat also héchstens 
zwei Werte. Schreibt man 


V A= (a, — 2p) (@ — U5) «++ (41 — Zn) 
(_ — Ly)... (Lp — Bn) 


und wendet die Transposition an, welche x, und a, mit einander ver- 
tauscht, so indert der erste Faktor der ersten Zeile sein Vorzeichen; 
die tibrigen Faktoren der ersten Zeile gehen in die darunter stehen- 
den der zweiten tiber, und umgekehrt die der zweiten in die dariiber 
stehenden der ersten Zeile, wahrend in den iibrigen Zeilen, welche 
weder 2, noch #, enthalten, keine Anderung vor sich geht. Es wird 
also aus V4 entstehen —Y 4. Folglich hat Y4 mindestens zwei 
Werte. 


V4 ist also in der That zweiwertig. 

§ 17. Lehrsatz VII. Jede alternierende ganze Funktion 
ist von der Form 

, 8.V4, 

wobei VA die Quadratwurzel aus der Diskriminante und S 
eine beliebige ganze symmetrische Funktion bedeuten. 

Dass S.Y4 eine alternierende Funktion sei, erkennt man sofort. 
Ist umgekehrt ~ eine alternierende Funktion, so ist sie nach dem 
Lehrsatze V) durch V4 teilbar. Es sei (V4) die héchste als Faktor 
von ~ vorkommende Potenz von Y4. Dann wird der Quotient 


w 

12) ( Vay" 

da in ihm Zihler wie Nenner héchstens ihr Zeichen iindern kénnen, 
ein- oder zweiwertig sein. In letzterem Falle wiirde nach demselben 
Lehrsatze V) der Quotient gegen die Voraussetzung noch durch V4 
teilbar sein, 12) ist also symmetrisch und es folgt, wenn wir diesen 
Quotienten durch S, bezeichnen, 


y=8,(Va)” 
Wire m gerade, so wiire die rechte Seite und damit w selbst ein- 


wertig; es ist somit m—=2n+1, und da (/4)*" =" also symmetrisch 


wird, so kénnen wir diese Potenz zu S, ziehen und erhalten fiir 
Y 
S, 4" = 8 


~y=S.VA. 
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Zusatz. Aus der Form der alternierenden Funktionen 
folgt, dass sie bei einer beliebigen Substitution gleichzeitig 
mit V4 ungeiindert bleiben oder gleichzeitig mit V4 ihr Vor- 
zeichen andern. ' 

§ 18. Hiernach kénnen wir jetzt die allgemeine Form zweiwer- 
tiger Funktionen finden. Ist g eine solche Funktion, so wird die 
Summe ihrer beiden Werte y,+, symmetrisch, die Differenz yp, — 9, 
derselben alternierend; wir kénnen also setzen 


Pit G.=28,, Pi — Pp = 28, VA. 
Hieraus folgt dann durch Addition und Subtraktion beider Gleichungen 
%=8,48,V4, 9,=5,-8,V4, p=S,48,V4. 
Dass umgekehrt jede Funktion dieser Form zweiwertig ist, erkennt 
man ohne weiteres. 

Lehrsatz VIII. Jede zweiwertige ganze Funktion hat die 
el p=S,+8,V4, 
wobei S,, S, ganze symmetrische Funktionen und YJ die Qua- 
dratwurzel aus der Diskriminante bedeuten. Umgekehrt ist 
jede Funktion der angegebenen Form zweiwertig. 

Zusatz. Jede ganze zweiwertige Funktion bleibt bei Sub- 
stitutionen zugleich mit V4 ungeindert oder sie andert sich 
zugleich mit YZ. 

§ 19. Aus den Zusitzen zu den beiden letzten Theoremen er- 
kennt man, dass es von Wichtigkeit ist, die Substitutionen aufzufinden, 
welche den Wert von YZ nicht indern. 

Von der Transposition, welche z, und x, vertauscht, wissen wir, 
dass sie V4 indert (§ 16). Ebensogut hitten wir aber das dortige 
Schema in anderer Weise anordnen kénnen, so dass etwa vq und x, 
die Stellen yon x, und x einnehmen; nur wiissten wir dann nichts 
tiber die Bestimmung des Vorzeichens. Jedenfalls wird aber durch 
die Transposition, welche x, und x; untereinander vertauscht, einer 
der Werte von V4 geiindert; also nach § 13 auch der andere. Folg- 
lich wird Y.4 bei Anwendung einer ganz beliebigen Transposition den 
entgegengesetzten Wert annehmen. 

Dieses Resultat lasst sich leicht erweitern. Wendet man w Trans- 
 positionen nacheinander auf Y4 an, so wird das Vorzeichen dieses 
 Ausdrucks wu mal geindert; es tritt demnach zu Va der Faktor (— 1) 
2 


Netto, Substitutionentheorie. 
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hinzu. Ist w gerade, so bleibt V4 ungeiindert; ist w ungerade, so 
geht V4 in — V2 iiber. Gemiss § 14 Lehrsatz IV) kénnen wir also 
sagen: 

Lehrsatz IX. Alle Substitutionen, welche aus einer un- 
geraden Anzahl von Transpositionen gebildet werden kén- 


nen, indern den Wert V4 in —VA um; alle aus einer geraden 


Anzahl von Transpositionen gebildeten lassen V4 ungeindert. 
Dasselbe findet bei jeder zweiwertigen Funktion statt. 


Zusatz. Hine Substitution, die sich auf eine Art aus einer 
geraden respektive ungeraden Anzahl von Transpositionen 
zusammensetzen lisst, enthilt bei jeder moglichen Zerlegung 
eine gerade respektive eine ungerade Anzahl von Trans- 
positionen. Denn iinderte sich dieser Charakter, so miisste dieselbe 
Substitution einmal Y4 iindern, eimmal es ungeiindert lassen. Dass 
bei der Zerlegung einer Substitution in Transpositionen grosse Will- 
kiirlichkeit herrscht, ist leicht eimzusehen. 

Wir kommen im nichsten Kapitel auf die durch den obigen Zusatz 
angeregten Fragen zuriick. 

§ 20. Lehrsatz X. Jede zweiwertige Funktion ist die Wur- 
zel einer Gleichung zweiten Grades, deren Koefficienten ra- 
tionale symmetrische Funktionen der Hlemente 2,, 2, ... @, 
sind. 

Aus der in § 18 gefundenen Form 


9=8,+5, VA, Py =8,— 8, V4 

folet fiir die elementaren symmetrischen Funktionen yon gy, und g, 

Pit %=25,, 

P1- P2=S8,7— A8,’; 
beide Werte sind symmetrische Funktionen der Elemente. Wir er- 
kennen, dass die Gleichung 

gp — 28,9 + (S,? — 48,") =0 

die Wurzelwerte g, und q, liefert. 

Zu bemerken ist hierbei, dass nicht umgekehrt jede quadratische 
Gleichung mit symmetrischen Funktionen zu Koefficienten auch zwei- 
wertige Funktionen in unserem Sinne zu Wurzeln hat. Es ist dazu 
ndtig, dass diese Wurzeln in den Elementen 2,, ,... @, auch ratio- 
nal seien, was im allgemeinen nicht der Fall ist. 


TREES 


ee ge NO alk 
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Zweites Kapitel. 
Mehrwertige Funktionen und Substitutionengruppen. 


§ 21. Es ist nach den Auseinandersetzungen des vorigen Kapitels 
moéglich, den Gang unserer weiteren Untersuchungen wenigstens in 
allgemeinen Umrissen anzudeuten. Genau wie wir einwertige und zwei- 
wertige Funktionen behandelt und die Substitutionen aufgesucht haben, 
welche die letztere Klasse von Funktionen ungeindert lassen, so wird 
es sich weiter darum handeln, die Existenz von Funktionen mit vor- 
geschriebener Wertezahl darzuthun oder als unméglich nachzuweisen; 
die algebraische Form dieser Funktionen zu studieren; den Komplex 
aller derjenigen Substitutionen kennen zu lernen, welche eine vorliegende 
mehrwertige Funktion ungeindert lassen; die Beziehungen aller Werte 
dieser Funktion zu einander aufzusuchen. Weiter wird es sich darum 
handeln, die mehrwertigen Funktionen zu klassifizieren; sie — vielleicht, 


wie die zweiwertigen — als Wurzeln von Gleichungen mit symmetri- 


schen Funktionen der Elemente als Koefficienten darzustellen;, die Be- 
ziehungen zwischen Funktionen zu entdecken, welche fiir dieselben Sub- 
stitutionen ihren Wert nicht ‘indern u. dergl. m. 

§ 22. Zuerst muss eine expedite Schreibweise fiir Substitutionen 
ausfindig gemacht werden. — Wir betrachten eine rationale ganze 


‘Funktion der n von einander unabhingigen Gréssen #,, 2, ... %z; diese 


moge mit (7, %,... %,) bezeichnet werden. Andert man in diesem 
Ausdrucke die Stellungen der Elemente x, derart ab, dass man in @ fiir 
Hy, Boy + Un Tespektive, setzt-%;,, %i,5 «+» Lig, 
wobei der Komplex 7,, 7,,... %, eine beliebige Permutation der Zahlen 
1, 2, ... m bezeichnet, so erhilt man aus der urspriinglichen Funktion 
ig ts, 2+. ap) den Avisdruck 9 (a;.,'%;,, + wi, )- 
Wir betrachten die Art der Darstellung eines solchen Uberganges von 
Wy, Ly, +++ Ln ZU Hj, %,,... %j,3 wir haben ihn im vorigen Kapitel be- 
reits mit dem Namen einer Substitution belegt. 
A. Erstens kann man denselben durch das Symbol 

is Bie Mh, siete 

Diy Wingy Vigy +s Ey 
bezeichnen; es mag dies andeuten, dass ein jedes Klement der ersten 
Zeile durch das darunterstehende der zweiten ersetzt werden soll. 


- Unbeschadet der Vollstiindigkeit der Darstellung kénnen dabei alle 


Q* 
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diejenigen Elemente, welche durch die Substitution nicht bertihrt werden, 
in dieser Darstellung weggelassen werden, alle diejenigen also, fiir welche 
4, = %;, ist. Freilich mtisste dann die Zahl der Elemente von vornherein 
bekannt sein, ebenso wie dies bei y selbst statthaben muss, indem z. B. 


aus der Form Gp = Hy + Hq hy 


noch durchaus nicht ersichtlich ist, ob nicht etwa noch Elemente 2, %,... 
der Betrachtung zu Grunde legen. 

B. Zweitens kann man von den Resultaten des vorigen Kapitels 
Gebrauch machen: Jede Substitution kann in eine Reihe von Trans- 
positionen zerlegt werden. Bezeichnen wir eine solche Transposition, 
d. h. die Umstellung zweier Elemente untereinander dadurch, dass 
beide in eine Klammer geschlossen werden, so wird jede Substitution 
als eine Folge CRO wens 
dargestellt werden. Dabei kann die Zerlegung auf die mannigfaltigste 
Art vor sich gehen. Denn wir kénnen, wie in § 14 des vorigen Ka- 
pitels gezeigt worden ist, zuerst durch eine Transposition ein ganz 
beliebiges Element an seine richtige Stelle brimgen und dann mit den 
noch umzustellenden »—1 Hlementen in gleicher Weise fortfahren. 
Ja wir kénnen hierbei auch eine ganz willkiirliche Transposition ein- 
schieben und deren Wirkung dann durch eine oder mehrere nicht un- 
mittelbar folgende Transposition wieder zerstéren. 

C. Drittens kann man jede Substitution auch in der Form 

(Wa, Wins » 2a ACC es eee ee ile aed oe 
darstellen. Die Bedeutung einer der aufgeschriebenen Klammern ist 
folgende: Jedes der in ihr vorkommenden Elemente mit Ausnahme des — 
letzten wird durch das folgende, das letzte aber durch das erste der-— 
selben Klammer ersetzt. Man denkt sich die Klammern also cyklisch 
geschlossen, z. B. so, dass alle Elemente derselben aufeinander fol- 
gend auf der Peripherie eines Kreises angeordnet sind. Will man von 
der Darstellung in A) zu der jetzigen tibergehen, so wiirden die Cykel 
lauten: 
(®y Wi, Wi, «+ +) (La Wig Liye ve) os 

Auch hier ist es klar, dass die Elemente, welche von der Substitu-_ 
tion nicht beriihrt werden, die also fiir sich allein je einen Cyklus bilden 
wiirden, fortgelassen werden kénnen. Hs sind dies dieselben, welche in 
der ersten Darstellung gleich den unter ihnen stehenden Elementen sind. 

Die Klammern, in welche auf diese Art die Substitutionen zer- 
legt werden, sollen Cyklen heissen. 
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2 Eine vierte Darstellungsart, welche sich bei vielen wichtigen Spezial- 
‘fallen als unentbehrlich ausweist, wird spiter besprochen werden. 

§ 23. Es ist ersichtlich, dass in jeder dieser drei Darstellungs- 
weisen A), B), C) etwas Willkiirliches liegt. Bei A) ist die Anord- 
nung der Elemente in der ersten Zeile ganz in unser Belieben gestellt; 
bei B) kann, wie wir gezeigt haben, die Art der Zerfallung in Trans- 
positionen sehr verschieden sein; bei C) ist einmal die Aufeinanderfolge 
der Cyklen und zweitens das Anfangsglied jedes einzelnen Cyklus will- 
kiirlich. 

Die erste dieser drei Darstellungsweisen leidet trotz ihrer schein- 
baren Hinfachheit doch an Uniibersichtlichkeit; die zweite daran, dass 
ein und dasselbe Element beliebig oft in die Darstellung eintritt, so 
dass die wichtigste Frage: ,durch welches Element wird ein gegebenes 
ersetzt?“ nicht auf den ersten Blick entschieden werden kann, und 
dass die Gleichheit zweier Substitutionen nicht sofort durch ihre Dar- 
stellung klargelegt wird. 

Wir werden daher in den folgenden Untersuchungen fast ausschliess- 
lich die Darstellung durch Cyklen verwenden. 

Als Beispiel fiir das Auseinandergesetzte mag fiir »=T7 folgende 
Substitution dienen: bs 

Di POG fo is, ta, 2,, te, Te, 2, SOU durch "%,, 4, t., Ta, Sa, 
L_, X, ersetzt werden. 

Die erste Methode liefert 

Dy Ug Vy l,i, hg (Ly Ly Ly Ug Ly\_ 
(a PT, ea pe at * b Meg Mies Og 7) 
nach der zweiten findet man fiir die Substitution 
(2,3) (a5) (Gy 2_) = (Ly Xs) (4X5) (2 Le) (WL) (#1 42) 

= (WH) (%5%q) (%,%;) (3 Xz) (Lg) (Wo%z) (pHs) (LoL) (4z%e}—=--. 

Da wir hier die Zerlegung in 3, 5 und 9 Transpositionen, also 
_jedesmal in eine ungerade Anzahl besitzen, so ist dies zugleich ein 
Beispiel fiir Kapitel 1 § 19 Zusatz, und lehrt, dass V4 fir die hier 
betrachtete Substitution ihr Zeichen Andert. 

Die dritte Methode liefert 

(2, 45) (pz) (Hq) (Lg) = (@1 Hs Xp) (Wy Xz) = (eq Xz) (3X54) 
= (7 Xp) (WL, 23) =... 

§ 24. Wir suchen die Anzahl aller méglichen Substitutionen auf, 
indem wir diejenige aller méglichen Permutationen bestimmen. 

. Zwei Elemente 2,, v, kénnen zwei verschiedene Permutationen 
bilden: a, a, und z,2,. Kommt ein drittes Element zu diesen beiden, 


+ 
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so kann es bei jeder der vorhandenen beiden Permutationen an den 
Anfang treten: ayayty, @y@gry, oder in die Mitte a @j@y, VX, oder 
ans Hndes wyvyay, ey’ ay Hs giebt also 2,33! Permutationen unter 
drei Blementen, Tritt ein viertes Element a, auf, so kann es bei jeder 
der vorhandenen 2.3 Permutationen an die erste, zweite, dritte oder 
yierte Stelle treten und dadurch aus jeder der vorhandenen 4 neue 
hervorruten; es giebt also 2.3.4<4!, ebenso bei 5 Elementen 5! 
Permutationen us. w., bei » Klementen »! Permutationen. 

Nimmt man nun fiir die erste Zeile in der Darstellungsweise A) 
der Substitutionen die natiirliche Folge der Elemente @,, 2%, -.. ®, und 
fiir die wweite Zeile der Reihe nach alle x! mdglichen Permutationen 
derselben, so erhiilt man alle mbdglichen von einander verschiedenen 
Substitutionen der » Klement. 

Zu bemerken ist, dass hierunter auch diejenige Substitution ent- 
halten ist, bei der die erste und die zweite Zeile tibereinstimmen. 
Diese stellt also gar kein Element um; sie werde mit 1 bezeichnet 
und als Einheit oder auch als identische Substitution angesehen, 

Lehrsats I. Fiir » Elemente giebt es x! Substitutionen, 

Um aus der Darstellungsweise B) dasselbe Resultat ableiten zu 
kinnen, miissten eingehendere Untersuchungen gemacht werden, fiir 
welche hier nicht die Stelle ist; bei der Darstellungsweise C) ist es’ 
leicht, mit Hilfe der strengen Induction die Anzahl »! festzustellen. 

Man gelangt dabei zu emer Reihe interessanter Beziehungen, von 
denen wenigstens eine hier angegeben werden mag. Enthilt eine Sub- 
stitution, in deren Ausdruck alle Elemente aufgenommen werden 

@ Cyklen von « Elementen, ) Cyklen von 8 Elementen, ... 

N) @a + bB+...—n, 
so lassen sich aus ihr durch Umstellung der Cyklen und durch Ver- 
schiebung der Elemente jedes einzelnen Cyklus 


alat.b! B... 
Ausdriicke fiir dieselbe Substitution ableiten; folglich giebt es 
n! 
ale® b! B.. 


von eimander verschiedene Substitutionen, welche @ Cyklen von « Ble- 
menten, 6 Cyklen von 8 Elementen u. s. f besitzen. Summiert man in 
Hinsicht auf alle miglichen Zerlegungen N) der Zahl x, so erhiilt 
man alle méglichen »! Substitutionen. Daher ist 
1 
Kn) ae, bY BP... 
* Cauchy: Kxercives d@’analyse Ll, 178, 


=—i1* 
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g § 25. Wendet man nun alle diese n! Substitutionen auf y (z,,...Z,) 
= d. h. fiihrt man jede dieser Substitutionen, welche pees mit 


= Syl 5 Seg Bay 2ac Bape Bat 
| bezeichnet werden mégen, awischen den %,, %,,...%, in dem Aus 
_ drucke g durch, so erhalt man, den durch die Substitution s, = 1 her- 


vorgerufenen mitgerechnet, nw! Ausdriicke, welche mit 
G:,=G,=9,; oe ee 2 
oder wohl auch, wenn keine Verwechselung zu befiirchten steht, mit 


4 
Vis Pos Pas --- Pay ++ Pat 
~  bezeichnet werden mogen. Diese Werte brauchen nicht alle von ein- 
_ ander verschieden zu sein: emige kémnen den urspriinglichen Wert 
4 Q(L,, Lz,---£,) wieder armmehmen. Auf den Komplex derjenigen Sub- 
4 stitutionen, welche den Wert von g nicht andern, richten wir zunachst 
unsere Aufmerksamkeit. Ist g symmetrisch, so wird dieser Komplex 
_ alle fiberhaupt vorhandenen Substitutionen umfassen; ist p eine zwei- 
_ wertige Funktion, so enthZlt er alle Substitutionen, welche ans einer 
_ geraden Anzahl von Transpositionen zosammengesetzt sind, und nur 


_ vier Elementen %,, %,, %,, %, 
j P (F3 L542, %) = GL, 44,0, 
- -so wird dieser Wert fir acht der fiberhaupt moglichen 24 Substitu- 
. | Honex ungeandert bleiben, namlich fir 
%—=1, 4=(%), %—(F%), %—(4,%)(G%); 
= (4,4, ys), $,—=(L,L42_%s), = (LLz)(4Z%), = (44%) (GH). 
Fir die fibrigen 4!:—8—16 Substitutionen andert sich p und 
zwar geht es entweder in 
c. Lylgt+t,t, Mderm 444,442, 
sie; wir lernen also, nebenbei bemerkt, hier eine dreiwertige Funk- 
tion von vier Elementen kennen, welt fiir acht von den 24 Sub- 
_stitutionen ihren Wert ungeandert beibehalt. 
§ 26. Alle diejenigen Substitutionen, welche cine Funktion 
... Z,) ungeandert lassen, und deren Anzahl stets durch + 
| werden wird, mogen 
4 H—1, &, %,--- & 
_ heissen; s,—1 befindet sich natfirlich unter ihnen. Nach der im vo- 
Sa Paragraphen eingefiihrten Bezeichnung ist dann 
) PAP 5 Gig Giger = Par 


diese. — Sei ferner beispielshalber unter der Voranssetzung von nur—— 


wey 
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Der Voraussetzung nach wird keine von s,, ,, ... S- verschiedene Sub- 
stitution s’ den Wert » ungedndert lassen; d. h. es ist stets 


Bh A=1, 2, PRE: 3 
Wendet man jetzt auf m zwei Substitutionen sq, Ss unserer Reihe nach 


einander an und bezeichnet das Resultat, ahnlich wie oben bei einer 
einfachen Substitution, mit 


gy, wenn s 


Psqsg 
so wird, da y,,—@ ist, das Resultat der beiden Operationen 


Psy 83 — Psg— P 
sein, und daraus lasst sich schliessen, dass sgsz auch in der obigen 
Reihe G) vorkommt: jede Substitution, welche durch die Aufeimander- 
folge zweier der Substitutionen von G) hervorgerufen wird, befindet 
sich wiederum in der Reihe G). Was von zwei Substitutionen jener 
Reihe gilt, hat hiernach fiir beliebig viele gleichfalls Geltung. 

Die aufeinander folgenden Anwendungen zweier oder mehrerer 
Substitutionen nennen wir das Produkt derselben und schreiben die 
Substitution ¢, welche denselben Effekt auf m ausiibt, wie die Auf- 
einanderfolge von sq und sg, als Produkt o—ses;. Hs kommt das 
Produkt beliebig vieler s wieder unter der ReiheG) s,, 8, s,, 
...s, vor, Die Operationenfolge in einem Produkte 6=s,838,... 
soll von links nach rechts gerechnet werden. 


§ 27. Die Darstellung eines solchen Produktes von Substitutionen 
ergiebt sich in der von uns acceptierten Darstellungsweise durch Cyklen 
folgendermassen. Sind 


Sa (aXn, Vay »\s +) (La Ma; Voy) sony Sp = (p24, Xo, ---) (Fey Wayne 
die beiden Faktoren des zu bildenden Produktes, so wird in sess auf 
%, dasjenige Element folgen, durch welches ss das Element 2,, ersetzt. 
Dies sei z. B. %,; ferner wird in sesg auf a, dasjenige Element folgen, 


durch welches sg das Klement 2, ersetzt; dies sei z. B. %, u. s. w. 
Man erhilt 


SaSp = (Wa%o, Up...) ..- 
Ist etwa die Substitution se so beschaffen, dass sie jeden Index g der 
Elemente 2,,...%,,... %, durch i, ersetzt; ss derart, dass sie jeden 


Index gy durch k, ersetzt, oder in Formeln, ist: 
Sa= (#1, Hi, .+.) (Lain), Sp = (14, Vig, +.) (Woy ++), 
so wird das Produkt die Form haben 


SaSp—= (XyUiy ++) (WsHa jee) oes 


Zz r if i? al 
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>. Als Beispiel gelte 
a Ba —=(L,L4%5)(L_Iq), 8p = (Le%4L,) (L,%,), 
& 808g = (I, Lz) (L_WqUL4) (Ly) = (B45) (Ly LL). 
Wir haben hier den Ausdrock Produkt eingefiihrt. Es fragt sich, 
wie weit die fundamentalen algebraischen Multiplikationsregeln 
: a.b=b.a, a.(b.c)=(a.b).¢ 
verwendet werden diirfen. Die Untersuchung hiertiber wird zeigen, 
dass das erste, das kommutative Gesetz im allgemeinen wegfallt, wah- 
_ rend das zweite, das associative bestehen bleibt. 
In der That lehrt die obige Ausfiihrung der Multiplikation von 
$a (Ey Ui,coJeorey 89 = (Ly Up, ore) oe 
dass nur in dem Specialfalle, in welchem 1%, —/,, fiir jedes u ist, eine 
_ Faktorenvertauschung vorgenommen werden darf. Dies findet z. B, 
 statt, wenn s, und 5g keine gemeinsamen Elemente besitzen, wie sich — 
beim ersten Anblick ergiebt. 
3 Deshalb darf man die einzelnen Cyklen einer Substitution, welche 
_ ja keine gemeinsamen Elemente besitzen, ganz nach Belieben unter ein- 
' ander vertanschen. Bei der Darstellung B) 8.20 ist dies nicht mdglich, 
Ist dagegen, um zum associativen Gesetze tiberzugehen, 


, B= 2 (LyUiz eo) onry Bg oe (LyVayers)ovey Ly ree ee)orey 
_ so folgt nachstehende Reihe von Produkten 
5p By = oe (VeLig 0--) a oey Ba h6 10 o (UpLig oe )oory 
Sa (5p8)) = ++ (LeViy, «0-) +005 ($08 5)8y = 006 (Ugh vee) cory 


und daraus der verlangte Satz. 


Lehrsatz Il. Bei der Multiplikation von Substitutionen ist 
_ eine Zusammenfassung der Faktoren in Unterprodukte ohne 
| Anderang der Faktorenfolge gestattet. Hine Vertauschung 
der Faktoren liefert dagegen im allgemeinen verschiedene 
_ Resultate; erlaubt ist dieselbe, wenn die Faktoren keine ge- 
- meinsamen Elemente besitzen. 


§ 28. Diejenigen Substitutionen 
a G) Sees, Beye Be, "c00 Bis 
- welche eine gegebene Funktion y(%,,%,,.--%,) ungeandert lassen, bil- 
_ den nach den vorstehenden Entwicklungen in der Hinsicht eine in sich 
 geschlossene Gruppe, dass sich ihre Gesamtheit durch Multiplikation 
der einzelnen mgehérigen Substitutionen untereinander nicht andert. 
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Mit diesem Namen einer Gruppe* soll stets ein Komplex von 
Substitutionen bezeichnet werden, welcher die gegebene charakteristische 
Kigenschaft der Reproduktion des Komplexes durch Multiplikation sei- 
ner Individuen besitzt. Die Anzahl der Elemente, um die es sich 
handelt, heisst der Grad der Gruppe. Es ist aber nicht notig, dass 
alle Elemente auch wirklich in die Cyklen der Substitutionen emgehen. 
So bilden S = 1, = (123) (2) 
eine Gruppe, denn man hat s,.s,—s,.s,—=5S,; S,.8,;=S,=1; diese 
Gruppe ist vom Grade 4, falls nur die Hlemente 2,, “,, “3, 1, der 
Betrachtung zu Grunde liegen. In weiterem Sinne kann aber diese 
Gruppe auch als solche von sechs Elementen ,,... 7%, gelten, wo dann 


allenfalls s, durch sl = (Bt, Hy) (ay.Xq) (5) (e) 


ersetzt werden kénnte. Der Grad der Gruppe wire dann gleich sechs. 

Die Anzahl der Substitutionen einer Gruppe heisse ihre Ordnung; 
wie bereits oben gesagt, werde sie kiinftig stets mit dem Buchstaben r 
bezeichnet. 

Der Komplex siimtlicher Substitutionen, welche den Wert von 
@ (a,--. 4x) nicht aindern, heisse die zur Funktion  gehorige 
Substitutionengruppe oder kiirzer die Gruppe von g. Der Grad 
derselben driickt die Anzahl der den Betrachtungen unterworfenen 
Grossen #,, %,... Z, aus; die Ordnung der Gruppe giebt die Anzahl 
aller Substitutionen an, welche die Funktion @ nicht dndern. 

Sind die vier Elemente 2,, 2%, %3, %, gegeben, und ist 

P= Xz Xy + UyXq, a 
so ist der Grad der zu @ gehorigen Gruppe gleich 4; ihre Ordnung 
ist, wie sich in § 25 zeigte, gleich 8. 

Fiir die fiinf Elemente #,, 2, ... #, wird dasselbe pm eine Gruppe 
vom Grade 5 und von der Ordnung 8 besitzen; sie ist mit der aus 
§ 25 identisch. ’ 

Fiir die sechs Elemente «,, “, ... % wird dasselbe gm ee Gruppe 


vom Grade 6 besitzen. Zu der obigen Gruppe kommen hier noch alle 


diejenigen Substitutionen hinzu, welche x, und x, unter einander ver- 


tauschen, also zu den obigen acht noch folgende acht neue Substitu-— 


tionen 


* Cauchy, welcher in den Exercices d’analyse et de physique mathématique — 


die erste systematische Darstellung der Substitutionentheorie gab, gebraucht den 
Ausdruck ,,System k onjugierter Substitutionen“. Denselben behalt Serret 


in seiner Algebra bei. Durch Galois ist die ktirzere Bezeichnnng ,,Gruppe“ 


eingefiihrt, 


TESS ys 


Bet toys Vee 
eee 
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a 


- S9=(LzLq), Syyo= (®Hy)(L5%_), $,4= (Hy U4) (Xg%—y)y Spy (X, Ly) (Ve 4) (7, % 5), 
$13 = (@,XyX_%,) (sXe), Syg—= (1 Xp%_Uy) (Ly%—y), 845 = (41%) (@y 4) (ze), 


Sig = (1%) (Wy) (#55). 
Die Ordnung der jetzt zu p gehérigen Gruppe ist also 8.2= 16. 
Ks ist leicht zu sehen, dass, wenn man @ als von »>4 Elemen- 
ten abhangig ansieht, die Ordnung der zugehérigen Gruppe 8.(n— 4)! 
wird, und dass die Gruppe selbst erhalten wird, indem man die acht 
Substitutionen aus § 25 mit allen Substitutionen der Elemente «,, %,, 
... &, multipliziert. 


§ 29. Wir wollen, um den vollkommenen Zusammenhang zwischen 
mehrwertigen Funktionen und Substitutionengruppen nachzuweisen, jetzt 
ausser dem bereits gefundenen 

Lehrsatz III. Fiir jede ein- oder mehrwertige Funktion 
giebt es eine Gruppe von Substitutionen, deren Anwendung 
auf die Funktion den Ausdruck derselben nicht andert — 


auch den umgekehrten Satz anfiihren und beweisen: 


Lehrsatz IV. Fiir jede Gruppe von Substitutionen giebt 
es Funktionen, die fiir alle Substitutionen der Gruppe und 
auch nur fiir diese ungedndert bleiben. 

Zuerst wollen wir eine Funktion der » von einander unabhingigen 
Gréssen #,, %,.-.%, aufstellen, welche so viele verschiedene- Werte 
haben soll, als iiberhaupt moglich sind, nimlich »!; soll also unter 
dem Hinflusse jeder von der Hinheit verschiedenen Substitution eine 
Wertabanderung erfahren. 

Wir bilden mit ~-+ 1 beliebigen, von einander verschiedenen will- 
kiirlichen Konstanten o,, a,,...a, den linearen Ausdruck 

P= Oj Lf Fea We 3 + Og ie. 

Gaben die beiden Substitutionen se=... (4,%;,...) ... UN Sg... (WsWp 004) oe. 
bei ihrer Anwendung auf g denselben Wert, so wire 

O= Genie Psg— Oy (Xi, = x,) + ay (xi, os x) Tai ='s 
Ordnet man diesen Ausdruck nach den «, so erhalte man 

O= (a, — ay,) % + (0, — Oy,) By t..-, 

WO tl, % SO bestimmt sind, dass A= ;,, w=, fiir jedes 4, w= 1,2,... 
wird. Wegen der Unabhingigkeit der 7 von einander folgt, dass alle 
Klammern einzeln verschwinden miissen, also wegen der Willkiirlich- 
keit der a, dass . 


ta=%, folglich 1,,=A=x, und 4, = %i, = Mia 


also g=k, und i=—k 
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sein muss, so dass s, mit ss identisch wird. Nur in diesem Falle, 
d. h. wenn sie identisch sind, kénnen zwei Substitutionen in ihrer An-° 
wendung auf y denselben Wert hervorrufen; » hat demnach m! Werte. 
§ 30. Ist nun eine Substitutionengruppe G mit den Substitutionen 
Sp HTS Sean Og poe ra Sy a ah 
gegeben, was wir symbolisch durch die Gleichung ausdriicken wollen: 
G = (8; 5.89593 3.s-rSesnes ors 
so bilden wir die »!-wertige lineare Funktion mit (n+ 1) Parametern 
Py = %y + 4, Ly + Oy Ly +... + OnXn, 
wenden auf dieselbe alle Substitutionen von G an und bezeichnen die 
Resultate dieser Operationen durch die an » gesetzten Indices 1, s,, 


TOueey pean . 
s Ps, = Fi) Ps) Ps, 5 s+ Ds,5 


dann wird das Produkt derselben 
D = Os, - Ps, - Ps, +++ Ps, 
eine der Funktionen sein, zu denen die Substitutionengruppe G ge- 
hort. Um dies nachzuweisen, muss gezeigt werden, 1) dass ® fir 
jede Substitution «6 von G ungeiindert bleibt; 2) dass ® fiir jede Sub- 
stitution t, die nicht in G vorkommt, seinen Wert andert. Was den 
ersten Punkt angeht, so hat man ) 
Do = Psa+ Po Ps, o+++ Ps, o} 
-gemiass der Definition einer Gruppe sind s,6=6, 8,6, 8,6, ... 8,6 wie- 
der in G enthalten. Diese Produkte sind aber auch simtlich von ein- 
ander verschieden; denn wiirden seo und sso auf gm angewendet, den- 
delben Effekt haben, so wtirde dies auch schon bei sa und sg der Fall 
und Sg—=sg sein. Also sind die Substitutionen 
6) S70; S30 ...8,6 mib den. Leis.) 15,55 ssp 
bis auf die Reihenfolge identisch und daher ebenso die Funktionen 
Poy Poy +++ Pso mit den G,, Ps, --+ Psy 
und es ist demnach auch, wie behauptet wurde, 
D,= ®, 
Was den zweiten Teil des Beweises angeht, so ist wegen der !-Wer- 
tigkeit von y der Wert gr von allen Faktoren ,, s,,--. Qs, Ver- 
schieden, und zwar ist diese Verschiedenheit eine derartige, dass nicht 
evwa @ gleich dem Produkte aus g,, und einer Konstante ce sein, und ~ 
dann in 


wegen PrPs,rt Psst +++ = Cy Cy Cy eee “GD, Ds, - Psy ere 


/ 


gleichwohl das Produkt 
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C636, = 1 
D,=—@ 


sem kann. Denn wegen der Willkiirlichkeit der Wahl von «, wiirde 


aus 
Oy + Oy Le, + Oye, +... = 6; (Oy +0, Hi, + Ui, +...) 


fe 
sofort alt 


sich ergeben, und daher die unmigliche Gleichung 9, = q,,. 


§ 31. In vielen Fallen ist die Berechnung von ® unthunlich, da 
bei einigermassen grossem yr die Multiplikationen nicht zu bewiiltigen 
sind. Man kann aber eine andere Bildungsart angeben, bei welcher 
das Produkt durch eine Summe ersetzt wird und jede Rechnungs- 
schwierigkeit in Wegfall kommt. 

Zuerst nehmen wir statt der linearen Funktion » als Grundlage 
weiterer Bildungen folgende Funktion an 

WD Bea Wasnareias igh yA May aly 
die @,, a, ... &, sind hier wiederum willkiirliche Konstanten, und aus 
ihrer und der 2, Unabhingigkeit folgt, dass ~ eine m!-wertige Funk- 
tion ist. Denn wire 
Po=r, 7 


also etwa identisch 
DMC G2 ware igh = Metal 2 ve gl hs 


so miisste, wenn B27, wire, die Gleichung fiir beliebig viele, also 


fiir mehr als B,, y, Werte von x, bei unverianderten %,, 7,,... 2, rich- 
tig sein. Daraus folgt 6, =y,; dann hebt man und verfihrt ebenso u.s. f. 
Nun bilden wir, wenn die Resultate der Substitutionen von G 


£ ibe 
oe ¥ an Ws =U, Vs5 Ws, tee Ws, 


bezeichnet werden, die Summe 
P=y, +s, + Vs, a 98S 


und fiihren den Beweis fiir die Zusammengehorigkeit von “# und G 
genau so, wie im vorigen Paragraphen bei ® und G. 


Anmerkung. Man kann hier durch eine gewisse Voraussetzung 
iiber die « den w einige neue Higenschaften aufprigen. Es mége aus 
Oy, Oj, oe ig = Ota, HF Oe, Fee Fa, 
folgen, dass 4—w ist und dass alle Summanden der linken Seite 


auch auf der rechten auftreten. Dieser Bedingung wird z. B. durch 
die Wahl 
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Oly > Oy, My > Oy My, Oy > My TH Oy T Oly,» 
speziell durch die Annahmen 
a,=0, &=1, 4=—2, a,=—4, o,=8, 
gentigt. Die hieraus hervorgehenden Kigenschaften werden im dritten 
Kapitel § 55 besprochen und benutzt werden. 
Beispiel. Wir wenden jetzt die beiden angegebenen Methoden 
auf die bereits oben betrachtete Gruppe mit »—4, 7=8 an: 
G =[1, (1%), (W544), (#12) (®5%4), (L125) (La%s), (“1 %4) Zoe), 
(Wy Xq Hq), (Uy L4H %,)|- 
Wir legen dabei zu Grunde (unter Benutzung des Symbols 7= V-1) 
P =X, + 18g — Wy — 14s PHU Hy xs" @,*, 
dann ergeben sich folgende Rechnungen: 
D= (a, + 1%, — Ly — 1H,) (Ly + 14, —  — 124) (L, + 1%, — 2, — 15) 
(y+ 1%, — HX, — iy) (Hy + 1%, — L, — 1Hq) (a, + 1%, — 2% — iz,) 
(5 + tay — Ly — 1a) (4 + 1, — % — 1) 
= [(@, + 1a, — 23 — 14) (Hy + ta, — Hy — 104) (Ly + lg — ay — 143) 
(@ + a, — 4 — 125) )? 
= {[(@, — 23) + (% — %4)?] [ey — %)? + (4, — @5)?)}? 
WP am yy? 04? 0 Hg? U5 + Hy Ly seg? + Hy 0 Hy? + 2,07 Le® + Hy 0572," 
+ 2409? Hy? + ay a4".209° 
—= (Hits We \ks age + #5) 12x53 + (a, +4) 2, 27,3 + (4+ ay) oa? 
= (a, + ty) (Ws + a4) «(7 49” + a5" a0,”). 
Keine der beiden Methoden liefert unmittelbar einfache Resultate; aber 
von ® kénnen wir sofort zu 


5 yp \2 2 2 2 
[(@ — 5)? + (ay — &4)"] [(ar, — 4)? + (@, — %3)?] 
tibergehen; von Y zu den beiden Funktionen 
(@, +) (@,+.2,) und a4, +2, %,, 
von denen die letztere uns bereits bekannt ist. Aus der Form von @& 
ist ersichtlich, dass bei veriinderten Exponenten andere und andere 
Funktionen zum Vorschein kommen. So gehéren alle 
(2% + Wg*) (Wg* + 4%), Dy % Hy" + 270," 
zu G, und man erkennt aus den beiden Methoden allgemein, dass zu 


jeder Gruppe unendlich viele Funktionen gehéren. Zu bemerken ist 
aber, dass man nicht alle Funktionen auf diese Art erhalt. So gehort 


Wy Hy Wy Ly — (Wy Ws + ay Ly) 
zur Gruppe 


Zweites Kapitel. Mehrwertige Funktionen und Substitutionengruppen. 31 


G=[1, (WH) (5X4), (pHs) (LyX), (1 %) (Hy %)] , 
ohne durch obige Methoden ableitbar zu sein. 

§ 32. Wir nehmen jetzt die Elemente 2,, 7, ... 2, als nicht 
von einander unabhingig an. 

Lehrsatz V. Auch wenn beliebige Beziehungen zwischen 
den « bestehen, wobei nur die Gleichheit zweier oder meh- 
rerer Hlemente ausgeschlossen ist, kann man n!-wertige li- 
neare Funktionen derselben aufstellen* 

Wir gehen mit den Bezeichnungen der ersten. Hialfte des vorigen 
Paragraphen von der dort aufgestellten linearen Funktion 

PCy 01, lg Xo PF 6. . 1 On dn 
und dem Produkte der Differenzen von ,, ;,, Qs,; --- Ps, DAmlich von 

I ($o— x) 

Pe n! (n! —1) bat 
aus, wo das Produkt iiber alle aoe Kombinationen der Werte 
von @ erstreckt ist. Man erhilt ausgeschrieben 

IT (Qo — Gz) = L [4 (Ho, — %z,) + ey (Lo, — Lr,) +... + On (Wo, — Le,)| 

und kann aus dem Produkte rechts diejenigen Faktoren aussondern, 
in denen der Koefficient von @, von selbst verschwindet; wir setzen 

IT (6 — 2) = (9! -- 9») H' [0 (so, — Gy, ike meet step (%o,,— Xz,)]- 
Hier sind die g' von a, unabhingig, und der Strich am zweiten Pro- 
duktzeichen bedeutet, dass die Faktorenbildung sich nur iiber gewisse 
_ Kombinationen y,— , zu erstrecken habe. Ware nun die linke Seite 
fiir jede Wahl der @ gleich Null, so miisste es auch die rechte Seite 
sein. Nimmt man aber a, a, ... a, beliebig und @, so an, dass fiir 
alle Faktoren des zweiten Produkts 
ty (Btn, ~ x.) +--+ ee (hey — Be) 

; oe : 


Oy 


1 


- ist, so schliesst man nur eine endliche Anzahl von Werten, weniger 
als m!, fiir a, aus, und dann bleibt unter dieser Beschrinkung das 
_ azweite Produkt sicher von Null verschieden. Folglich muss fiir jede 
_ Wahl CLI NRE SRI 

HT (gp! — 9.) = I" [eg (Wo, — Lz,) 03 (a0, — Xz) +++ + On (Go, — Urq) 
Null sein. Man kann hier mit «, genau so verfahren, wie oben mit 
bs a,, und kommt schliesslich zu einem Produkte, welches nur Faktoren 
On (a%o,—4r,) enthalt. Hiner von diesen muss identisch Null sein; also 
wird in der zugehdrigen Differenz y,—, der Faktor jedes a, Null 


* Vergl. G. Cantor: Clebsch Anm, V, 133. 
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werden; die Substitutionen 6 und + sind also entweder identisch oder 
sie setzen zwar Elemente um, aber dieselben sind einander gleich. 
Beides ist ausgeschlossen. Mit eimer Verallgemeinerung dieses Satzes 
werden wir uns spiiter zu beschiftigen haben. 


§ 33. Durch die Lehrsitze III) und IV) ist eine Klassifikation der 
ganzen Funktionen von  Verinderlichen begriindet. Jede Funktion 
gehért einer Gruppe von Substitutionen zu, jeder Gruppe entspricht 
eine unendliche Anzahl von Funktionen. Diese Zugehorigkeit ist nicht 
das einzige Band, welches die Funktionen verbindet, die samtlich 
fiir dieselben Substitutionen ungeindert bleiben: wir werden auch eine 
entsprechende charakteristische, algebraische Beziehung finden, die nam- 
lich, dass jede Funktion, welche zu einer Gruppe G gehort, sich durch 
jede andere zu derselben Gruppe gehdérige rational ausdriicken lasst. 

Es wiirde daher eine fundamentale Aufgabe der Algebra sein, alle 
fiir ~ Elemente existierenden Gruppen aufzustellen. In solcher Allge- 
meinheit bietet aber die Lésung uniiberwundene Schwierigkeiten. Uber 
die Existenz von Funktionen, welche eine gegebene Anzahl von Werten 
besitzen, wird in einem der nachsten Kapitel gesprochen werden; es 
wird sich zeigen, dass starke Hinschriinkungen in der Bildungsmég- 
lichkeit von Gruppen zu konstatieren sind. So giebt es z. B. bei 7 
Elementen keine Funktion, welche 3, 4, 5, 6 Werte besitzt; und wir 
werden den Satz ableiten, dass eine Funktion von m Elementen, welche 
mehr als zweiwertig ist, mindestens Werte besitzen wird, wenn 
nm>A4 ist, us. f. 

Hier wollen wir uns nur mit der Konstruktion und den Higen- 
schaften der einfachsten und fiir unsere Zwecke wichtigsten Gruppen 
beschiaftigen.* 

§ 34. Bekannt ist uns vor allem die Gruppe der Ordnung n!; 
sie gehért den symmetrischen Funktionen zu; sie umfasst alle, Substi- 
tutionen. | 

Wir haben im ersten Kapitel gesehen, dass jede Substitution aus 
Transpositionen zusammensetzbar ist. Enthiilt also eine Gruppe alle 
Transpositionen, so enthiilt sie alle tiberhaupt méglichen Substitutionen. 
Damit dies letztere stattfinde, reicht es aber auch schon aus, dass sie 
alle die Transpositionen in sich schliesse, welche ein bestimmtes Ele- 
ment, z. B. #, enthalten, also 


RO. SG (1%), (1%), (a, %,), ».. (a, 2p). 


* Vgl. Serret: Cours d'algebre supérieure II, § 416—429. Cauchy a.a, 0. 


TSS 


x 


a 
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-Denn jede andere Transposition ist durch diese »—1 darstellbar, da 


ja eine jede (%,x;) aus drei anderen der obigen Reihe zusammensetz- 


bar ist: 
(%a Xs) = (Hy La) (a, a) (a, %a), 


(wobei man wieder erkennt, dass die Faktorenfolge keine willkiirliche 
ist). Nennen wir die betrachtete Gruppe die symmetrische, so kén- 
nen wir sagen: 


Lehrsatz VI. Hine Gruppe von m Elementen 2%, a, ... Za, 
... Gn, welche die »—1 Transpositionen 


(Gas), Lay), +++ La®a—1), (Ga%at1); +++ Can) 
enthalt, ist mit der symmetrischen Gruppe der n Elemente 
identisch. 


Zusatz. Hine Gruppe, welche die Transpositionen 


(Wats), (Watt), -.. ats) 
enthalt, umfasst alle Substitutionen der symmetrischen aus 
den Elementen ie, %%, #,, ... + gebildeten Gruppe. 


§ 35. Wir kennen ferner eine Gruppe, welche aus allen Sub- 
stitutionen besteht, die sich durch eine gerade Anzahl von Trans- 
positionen zusammensetzen lassen. Denn alle diese und nur sie lassen 
jede zweiwertige Funktion ungeindert, und daher bildet ihr Komplex 
eine Gruppe. Sie mag die alternierende heissen. Wir suchen ihre 
noch unbekannte Ordnung r zu bestimmen. Hs seien 


1) SU aL. 5 Sacticy ae eSe 
alle Substitutionen der alternierenden Gruppe, 
II) SES eine Tashias oh 


alle Substitutionen, die nicht zu I) gehéren, die also aus einer ungeraden 
Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt sind. Wir nehmen nun 
irgend eine Transposition 6, z. B. 6 = (a,#,) und bilden die beiden Reihen 
3) SHO ss G98, 05, as aa 6 O 
IT’) GH Maemo Ole Sty One rerdS 70; 
dann ist jede Substitution von J') aus einer ungeraden, jede von II’) 
aus einer geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt. Folg- 
lich gehért jede Substitution aus I’) zu II), jede aus II’) zu I). Ferner 
ist s¢0-- 836 und s'g6+-s'g6; denn aus der Gleichheit wiirde folgen 
Sa== Sq (6.6) = (SO) 6 = (Sg 6) 6 = 83 (6.6) = Sp 
S'a=58'4 (6.6) =(s',0) 6 = (8'g6) 6 = 8'5 (6.6) —S'y, 
da ja 
J 6.6 = (0, My) (0, %) = 1 


Netto, Substitutionentheorie. 
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ist. Es muss also r<?¢ und t<r also »=¢ sein. I) und II) enthalten 
ferner saimtliche miglichen Substitutionen: folglich ist r +¢—m! und 
r= nl. 

Es moge hier bemerkt werden, dass es ausser der alternierenden 
keine zweite Gruppe I" der Ordnung +! giebt. Die zu I” gehorige 
Funktion g, bliebe nimlich nur fiir }! Substitutionen ungeandert;: 
sie besiisse daher noch andere Werte. Wire @, ein zweiter ihrer Werte, 
o eine Substitution, welche gy, in y,—@, tiberfiihrt und wiirde g, fiir 


II) T= [is ys eee 


ungeiindert bleiben, dann miisste gy, in g, tibergefiihrt werden durch 
alle Substitutionen 

IV) 0, 8'26, S',6, ... $4419; 
denn s', liisst gy, ungeidndert und o fiihrt es in @, tiber, also wird s',6 
ebenfalls py, in gm, verwandeln. Alle Substitutionen s’,o6 der Reihe IV) 
sind von einander verschieden; denn aus s'g6=5'46 wiirde sg = Sy fol- 
gen; sie sind auch von den s’, verschieden, denn diese haben auf g, 
eine andere Wirkung als jene. Folglich erschépfen II1) und IV) alle 
Substitutionen, und g, ist zweiwertig; denn es ist keine Substitution 
vorhanden, welche g, in emen dritten Wert iiberfiihren kénnte. Die 
zugehérige Gruppe ist also die alternierende. 

Lehrsatz VII. Hs giebt bei » Klementen nur eine Gruppe 
der Ordnung 3”! Diese ist die alternierende; sie gehdrt zu 
den zweiwertigen Funktionen. 

Wir kénnen den hier ausgesprochenen Satz erweitern. Da der 


Beweis dem vorstehenden durchaus parallel liuft, so kénnen wir ihn 
wohl iibergehen. Der Satz lautet: 


Lehrsatz VIII. Hntweder gehdren alle Substitutionen je- 
der beliebigen Gruppe zur alternierenden, oder genau die 
Halfte von allen. 

Zusatz. DiejenigenSubstitutionen einer beliebigen Gruppe, 
welche zur alternierenden Gruppe gehdren, bilden eine in je- 
ner enthaltene Gruppe, deren Ordnung entweder gleich der 
der urspriinglichen oder gleich der Hilfte derselben ist. 

Die einfachsten, der alternierenden Gruppe angehérigen Substitu- 
tionen enthalten drei Elemente. Sie werden aus zwei Transpositionen 
gebildet (xa xy) (Xz) = (®a dy By). 

Wir bezeichnen (a, 2,2,...2,,) als Cirkularsubstitutionen mt 
Ordnung. Dann folgt: 


%, 
Zi 
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Lehrsatz IX. Hnthalt eine Gruppe von » Elementen die 
n—2 Cirkularsubstitutionen 


(XX 25), (11% X4), -.- (G1 LyXn), 
so ist es die alternierende oder die symmetrische Gruppe. 
Da man hat 


(Xa y@y) = (Wy Lp Hq) (Ay Hy Ly) (Ly Hy Lp) (0, Hy La) (Ly Hy La) (Ly Hy Hy) 
(i; Ly La) (Ly Ly Ly) (HL, XyXy), 
so folyt aus unserer Annahme, dass jede Cirkularsubstitution dritter 
Ordnung in der Gruppe vorkommt. Da ferner 


(Wy 25 5) (Hy 43) = (HW) (54), (ay Wy Ly) (L, yy) = (, Us) (Wy 2%), .-. 
ist, so folgt aus dem Zwischenresultate, dass alle Substitutionen vor- 
handen sind, die aus zwei, und folglich alle, die aus vier, sechs und 
jeder geraden Anzahl von Transpositionen gebildet sind. Damit ist 
der Satz bewiesen. 

Es sei noch folgender Satz erwihnt, dessen Beweis keine Schwie- 
rigkeiten machen wird und also iibergangen werden kann: 


Lehrsatz X. HEnthilt eine Gruppe alle Cirkularsubstitu- 
tionen m** Ordnung, wobei m eine ungerade Zahl bedeutet, 
so enthilt sie die alternierende Gruppe. 


Endlich ist hier der Platz, ein Kennzeichen anzugeben, welches 
die Entscheidung dariiber liefert, ob eine gegebene Substitution, in 
Cyklen ausgedriickt, der alternierenden Gruppe angehoért oder nicht. 
Der Beweis wird auch hier nicht von néten sein: . 


Lehrsatz XI. Enthilt eine Substitution m Elemente in k 
Cyklen, so gehort sie zur alternierenden Gruppe oder nicht, 
je nachdem m—k gerade oder ungerade ist. 


§ 36. Schon eine einzige Substitution giebt Veranlassung zur Bil- 
dung einer Gruppe, indem man sie mit sich selbst multipliziert, oder 
ihre Potenzen bildet. Der Begriff der Potenz ist nach den Aus- 
fithrungen von § 27 vollig bestimmt. Es ist 


gl == gm —1 $=s8 gin —l pda, git —2 s? == 9% gM — % Le gh SP, gm—a— 3 =, 


Die Ausfiihrung des Potenzierens ergiebt sich gleichfalls aus dem Frii- 
heren. Will man von einem Cyklus, und in gleicher Weise von einer 
Substitution, die zweite, dritte, vierte,... «® Potenz nehmen, so schreibt 
man, um die neue Substitution zu bilden, ‘hinter jedes vorhandene Hle- 
ment das zweit-, dritt-, viert-,... a'® darauf folgende des betrachteten 
Cyklus. So erhilt man aus (x, 47,0 7, ...) respektive (%,%%,...) bei 
der zweiten, (a,2,%,...) bei der dritten, (w,a,a,...) bei der vierten 
3% 


er 
- ~ 
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Potent wu sw. Dass bei diesem Vorgehen ein Cyklus in mehrere 
zerfallen kann, ist ersichtlich; es wird dies stets dann und nur dann 
geschehen, wenn die Anzahl der Elemente des Cyklus einen gemein- 
samen Teiler > 1 mit dem Exponenten der Potenz besitst; die Anzahl 
der zerfallenden Cyklen ist gleich dem Teiler. So wird 
A) = GS) HA) 
(FFF) — GAD) Cars) A) 
Tem)" — GR) BAAD) 
(a Wy Hy Hy. Me)? — (Hy He-Ne Ma MyM} 
Ist mw die Anzahl] der Elemente des Cyklus, so wird seine 
me, Qa, Sm, ... Potenz, aber keine andere gleich 1; 
(a, My Wy yy M)* — MWR) — ... = 1 
Enthalt eme Substitution mehrere Cyklen mit bez. m,, my, My, ... 
Elementen, so ist die niedrigste Potenz derselben, welche gleich 1 
wird, diejenige, deren Exponent r das Kleinste gemeinsame Vielfache — 
WOR ,, My, Wy, ~.. Ist; 
(im 898) as) HB) 1 
Dieser selbe Exponent r ist gugleich die Ordnungszahl fiir die aus — 
der Substitution durch Potenzierung gebildete Gruppe. Denn berech- — 


4 

| 

Pace SSS cS eee 1 

so wiederholen sich bei weiterer Fortsetzung die Glieder in derselben | 
Reihenfolge me: 

ties, Stes gtiass . Shee ee ] 


- . . ~ . . > . > . . . . . . . . . . 


und die miedergeschriebenen Potenzen von s’ bis s" sind von einander 
verschieden, da aus 7 


Se stteemsise (Ata<cr) 
folgen wiirde, was gegen die Voraussetzungen verstisst; ; 
s=1 (a<), l- 
Jetzt ergiebt sich auch die Definition von Potenzen mit negativen 
Exponenten. Wir setzen 


‘STR ae SPT ae SPP ee Sa 


so dass man erhilt 

Sota]; = 
es hebt daher s* die Wirkung von s~* auf Die negativen Potensen 
werden wie die positiven gebildet, mar dass man je nach dem Expo 


O= 
vag 


nenten —1, —2, —3, ... jedesmal ein, awei, drei Glieder ritckwitr : 
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g im Cyklus geht. Das letzte Glied des Cyklus gilt dabei als das dem 
__ ersten vorhergehende. 
_ _Es mag bemerkt werden. dass (st}-*—t—‘s—* ist; denn es wird 
 (st)—1.(st)=1, und daraus folgt durch rechtsseitige Multiplikation noerst 
mit ¢—', dann mit s—* die aufgestellte Gleichung. 

Die emfachste zu dem Cyklus s—(z,z,...2,) und semen Potenzen 


p schorige Funktion ist 
P = 4, Lg" + Lghg +--+ Sn — 1h + iE 


§ 37. Sind zwei Substitutionen s,. sz gegeben, und soll man die 
_ Gruppe niedrigster Ordnung finden, welche s¢, sz enthalt, so hat man 
, nicht nur die Potenzen s,4, sy“ zu bilden und unter eimander za mul- 
_ tiplizieren, sondern man muss alle Komplexe 

Dee Sep Sp 5 SSG Sy BE Sj Sf BE SFG A=: 
aufstellen. Von den gefundenen Substitutionen behZ man die von ein- _ 
ander verschiedenen zuriick und fahrt hiermit so lange fort, bis alle bei 


emer Produktbildung von » Faktoren der Form s,/, 3 entetehenden 
Substitutionen schon unter den friiheren enthalten sind. Dann sind 


e teduzierbar und also auch schon unter den friiheren enthalten. Die 
Gruppe ist demnach abgeschlossen. 

Falls man s3s,—s,5;" hat, ist die Gruppe durch alle Sub- 
4 stitutionen der Form 5,/sy" erschépft. Denn es wird 
52° Sq = 53-5a5p = 52, 6 


53° Se = 53-505" " = 545°" 
$3" Sq — 3237", 
53" 8a = Sa53"" 8a = Sa 83", 
8" 80° — 80° Sg" 8a = Sa 5g""", --- 
Sf Sg — 823 gn* 
_ Infolgedessen kann jedes Produkt aus drei Faktoren auf ein solches von 
_ nur zweien reduziert werden: 
4 50 Sf" Se Fam set sg 6, 
iF 59° Sa” 53° = Sa Softer 
AD amit ist der Lehrsatz bewiesen. 
Es sei z. B. 
8, = (L,LyLg0,Lz), S2—(Le%sFz%,), 


545, = (Ly Lz Ligh) = 5,75, 


namlich die von m+1 Faktoren auf solche von hichstens m Faktorsa 
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Es giebt also in der Gruppe geringster Ordnung, welche s, und s, 
enthalt, hdchstens 5.4 —20 Substitutionen. Um zu erkennen, ob es 
weniger giebt, nehmen wir an, es wiire 


dann wiirde hieraus folgen 


Es giebt aber in der Reihe der Potenzen von s, nur eine, welche 
einer Potenz von s, gleich ist; dies ist die nullte. Also wird «= y, 
<8 sein miissen, Unsere Grappe enthalt wirklich 20 Substitutionen. 
Diese sind, wenn wir der Kinfachheit halber nur die Indices aufschreiben: 


s,°=1, Sy = (2354), 8)” = (25) (34), —-s,5 = (2453), 
$,' = (123845), s,s, = (1825), s, at = (15) Se S, Sg? = (1435), 
s?= (13524), s 2s, ~ (1534), sft = (14) (28), 5288 (1254), 


= . (1425 3), S\°S, man (1243), 3 0 oom (1 3) ee S°s.° = (1528), 
+ (15482), s,*s, — (1452), +s,4sy* = (12) (85), s,*s,° = (1342). 
es ihnlich gestaltet es sich z. B. auch fiir 
Sy = (%, Wy Wy Wy Wy We%q)) Syo= ss Lp By We Wee )s 

Im Falle, dass saaecus spr (wu=1,2,3...) auf die Form 
Sess’ gebracht werden kann, ist die Gruppe geringster Ord- 
nung, welche sy, sy enthiilt, durch die Substitutionen der 
Form sq"ss* erschipft. Denn wir kénnen iihnlich wie oben jede 
Substitution sp“se" auf die Form bringen se”ss*; dadurch ist der ge- 
wiinschte Beweis dann auf den obigen zuriickgefiihrt. 

Wenn ferner s,* die Potenz mit niedrigstem Exponenten aus der 
Reihe sy, sy°, ... ist, welche unter den Potenzen yon se vyorkommt, so 
enthilt die Gruppe q mal so viele Substitutionen, als die Ordnung & 
von Se betriigt. Denn guerst kann man, wenn in Sa”Ss* der Exponent 
A grésser ist als q— 1, sy* durch ein Sa Sa" ersetzen, wo v <q — 1 ist. 
Ks giebt also hichstens q./ verschiedene Substitutionen Sa” Sp’. Wenn 
ferner Sasi = Sal'se” (0 <g—1) 
wiire, dann wiirde, wenn wir A>» annehmen, 

Sp°—" sat" (A—v <q—1) 
sein, also Ae», «=x sein miissen, Es giebt also wirklich q.k ver- 
schiedene Substitutionen, Man sieht leicht ein, dass g ein Teiler der 
Ordnung » yon Ss ist; denn man hat sy” = 1 = s,°. 

Sind drei Substitutionen se, ss, s) so beschaffen, dass 
fiir jedes « 


Sots s det wu » tas ou to Kod 
8 Sa = Se Sp", Sy’ Se == Sq* sp", Sy n= See Sp sy 


—_ | 
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-wird, ist dann i: die Ordnung von s,, ferner s die niedrigste 


arene von s;, welche ~s,", endlich s,’ die niedrigste Potenz 
von s,, welche =5,754° wird, so hat die Gruppe niedrigster 
Ordnung, welche sq, ss, s, enthailt, die Ordnung Aqf und ihre 
Substitutionen sind durch die Werte yon 
Pee 10 =O. che 1s p= 0,1;...g—1; €=0;1,..-4=1) 

ausgedriickt. Der Beweis hiervon ist emfach und schliesst sich dem 
obigen so genau an, dass wir ihn iibergehen kénnen. 

§ 38. In die Kategorie dieser Siitze gehirt auch der folgende: 


Sind BP es Sop 


H={1,t,, tg yeas by 
zwei Gruppen von Substitutionen, zwischen denen die Be- 
ziehung besteht 
Sate = t,So, 
wie man a, 6 auch wihlen moge, haben G, H iiberdies aus- 
ser der Hinheit keine Substitution gemeinsam haben, so bil- 
den alle 
Satz oder alle tse (a=1,2,..-7; B=1,2,...1) 
eine Gruppe der Ordnung 7.7, welche G und H als ,Unter- 
gruppen“ enthilt. 


Da Sats 8;ti = Sa (te8y) ts = SuSe-tets = Sut, 


ist, so bilden die sgt; eine Gruppe von héchstens 7.7’ Substitutionen. 


Wir zeigen ferner, dass alle diese von eimander verschieden sind. 


Ware etwa Satg = 8,5, 


so folgte daraus She ity -t, 


-indem man beide Seiten der dariiberstehenden Gleichung links mit 


sy—* und rechts mit ¢;~* multipliziert. Nun ist s,—'sg eme Substitu- 
tion von G; diese wiire gleich einer Substitution fj/;—* von H; a 


sind beide Produkte = 1: 


va 
rs 
,. 
pi 
=e 
rs 
7 
e 
= 


i 
Sypasas 1, ty te Ap aot Wh 


Se= Sy, ts = 


Per Es 
_ Daraus folet, dass die Ordnung der neuen Gruppe =7.7 ist. Wir 


bezeichnen sie durch das Symbol 
G Gon PAN 3 Sg 
§ 39. Fiir die spiiteren Entwickelungen ist mehrfach eme Gruppe 


7 notwendig, deren Ordnung die Potenz einer Primzahl p wird. Ihre 


; 
2 
io 
a 
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Existenz und ihre Natur wird durch den Beweis des folgenden Satzes 
erkannt: 


Lehrsatz XII. Bezeichnet p/ die héchste das Produkt. 
ni—1.2.3...n teilende Potenz der Primzahl p, so giebt es 
eine Gruppe des Grades m und der Ordnung p’. 

Zuerst sei n<p*, also n=ap+b (a,b<>p); dann sind von den 
Zahlen 1, 2, 3,...m nur die Zahlen p, 2p, 3p,...ap jede durch die 
erste Potenz von p teilbar, also ist f=a. Wir heben aus den » Hle- 
menten a Systeme von je p Elementen heraus und bilden aus jedem 
System einen Cyklus, niimlich 

8p = (ay! ay) ig! ss Ug) F Sg Da ee ep Ge See el 
(wobei die oberen Indices natiirlich keine Potenzbezeichnungen sind), 
und die Gruppe, welche aus diesen gebildet ist, naimlich 


Gy = [S11 81°, +++ 82 89°) +++ 8a, Sz 5-2) — {8,, 8g. ++Sa}™ 


wird die verlangte sein. Denn jedes s; bildet durch seine Potenzen 
eine Untergruppe der Ordnung p. Da keine dieser a Untergruppen 
mit der anderen ein Element gemeinsam hat, so ist nach Lehrsatz IJ) 


S28 Sy" cae Su" 828, 
und so kann jede moégliche zu G gehérige Kombination von Substi- 
tutionen s,%, s,?,... auf die Form 


SiO S5P SaY Sey (5 Beha = Os Ley 


gebracht werden. G, hat also héchstens p* Substitutionen. Es hat 

aber auch wirklich so viele, da alle jene p* von einander verschieden 

sind. Denn aus 
; Bi SS 55) ceo == Sy Sat Selec e Sgt 

wiirde folgen 

S17 6 Sy% = 8,9 8 me GE SY 6 Sal Sg "Sg 1 away VSP ae a a ee 


BY ony 


also, da s, mit s,, s,,... keine Klemente gemein hat, «—a’ u.s. w. 
Wird aber »=p*, so erhilt man f=p+1, da die in der Folge 
1, 2,3,...p* die durch p teilbaren Zahlen p, 2p, 3p, ... (p—1)p, pp 


* Die geschweifte Klammer soll sich bei der Gruppenbezeichnung dadurch 
von der eckigen unterscheiden, dass die angedeutete Gruppe die niedrigste ist, 
welche die in die geschweifte Klammer aufgenommenen Substitutionen enthilt. 
Die geschweifte Klammer braucht also nicht alle + Substitutionen der Gruppe ein- 
zuschliessen, was bei der eckigen Klammer stets der Fall ist, sondern nur kon- 
stituierende Substitutionen. Letztere kénnen auf vielerlei Arten gewahlt wer- 
den. Vergl. auch die Bezeichnung am Schlusse des vorigen Paragraphen. 


se, 8 SO 


E 
Z\, 
af 
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51, 59, 5835 Sea Spy 
ferner aber noch die Substitution s,41, welche alle p? Elemente ent- 
halt pee aes 5; 
Son ay hy nay! Wg Mg oes gh on Lge Uy”), 


Dann wird 
Gig SAS 4595 0% Sp, Sp +1} 


die verlangte Gruppe sein. Denn zuerst sieht man, dass 


51 Sp+1 =Sp+i1 82, e+ Sa Syti =Spt1 Seti, +++ Sp Spp1 =Sp4i Sy, 
Sy’ Sp41 =Sp41 89") +. Sa Spr = SpHi Saps’y +++ Sp'Spp1 =Sp4i 9/4, 
8)4Sp 41° = Sp41" Ss", «++ Sa" Spt1? = Sp4. 1° Sats, +++ Sp'Sp 41? = Sp 41° 894, 
8," Spi = Spi! Supa’, «+ Sa" Spa! = Sppat Supa «+s Sp! Sp 41" = Sp 4a! Sp 
wird. Demnach kann man alle aus den s,, S,... Sp4i gebildeten 
Substitutionen ganz so, wie es bereits in § 37 geschah, auf die Form 
Si Soon! a Sp Spay) (CG; By yes. — 0,14 2). po) 

bringen; hier muss aber gezeigt werden, dass s,41 auch nur bis zur 
Potenz x =p—1 genommen zu werden braucht. Es ist 

ete 2 he. vag ) GY We ie Nas AUP Eber s Ue?) Si Sa oe Spt 

Sp 4-199 = 81% S97 . 26 S75 
folglich kann, wenn x >p wire, die héchste in s,4” enthaltene Potenz 
von s,41” herausgenommen, nach der letzter Formel durch Potenzen 
von §S,, S,,... 8, ersetzt, und diese kénnen an den gebiihrenden Stellen 
untergebracht werden. 

Kis fragt sich endlich nur noch, ob die entstehenden p?+! = p/ 


Substitutionen alle von einander verschieden sind. ‘Waren zwei ein- 


ander gleich 
SEG SSP Abe 6 ais fs eeae 
F NYP OORT eg a LORD issn =a) 
so wiirde folgen 
Spelt tema Sgt an Sn! so 


Hier ruft die rechte Seite keine Anderung. der oberen Indices bei den 
a," hervor; die linke thut es, wenn nicht «=¢' ist; somit u. s. w. 
Ist 2 > p?, aber n< p®, alson=—ap?+bp+e (a, b,¢<p), so wahlt 
man aus den » Elementen 2; beliebige « Systeme von je p* Elemen- 
ten und b beliebige andere von je p Elementen, bildet aus den ersteren 


a Gruppen G,, aus den letzteren b Gruppen G,. Die Vereimgung 


dieser «+b Gruppen liefert die Gruppe G;, welche den Forderungen 
entspricht. Denn das Produkt der Zahlen 


(a—1)p?+1, (a—1)p?+2,...a—1)p? +p, ...(a— 1)p+p? (a<p) 
ist eben nur durch dieselbe Potenz von p teilbar, wie dasjenige von ~ 


. 2 
Ue Niels Oey Jaa 
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Ist dagegen n=p°, so kommt fiir 
(p— Dp +1, (p-1)p+2,...@- Dr +p, © Dp 
wegen des letzten Gliedes eine neve Hinheit zum Exponenten hinzu, 
so dass in diesem Falle die Multiplikation der p Teilgruppen G, nicht 
geniigt. Hier nimmt man dann, genau wie bei m=p*, noch eme Sub- 
stitution s hinzu, welche in einem einzigen Cyklus alle p.p” Elemente 
vereinigt und deren p‘® Potenz in die p Substitutionen zerfallt, welche 
dem s,4, entsprechen; dann kann man ebenso wie in jenem Falle 
zeigen, dass die neue Gruppe G, allen Forderungen geniigt. Zugleich 
wird ersichtlich, dass die angewendeten Schltisse und Siitze allgemein 
giltig sind, und damit ist das aufgestellte Theorem bewiesen. g 

§ 40. Da alle Gruppen G,, G,, G,,... in die Bildung jeder h6- 
heren Gruppe G eingeheny so erkennen wir: 

Zusatz. Ist p/ die héchste Potenz der Primzahl p, welche 
n! teilt, so kann man eine Reihe von Gruppen 

M Gi; Gs, Gs, Bice Ga, Ga4i, coe Gy 
von ~ Hlementen aufstellen, welche bez. die Ordnungen 
1, p, p”, p’, --. p", ptt, ... pt 

besitzen. Jede Gruppe G, (A</) ist in der darauf folgenden 
Gj4i enthalten. 


Drittes Kapitel. 


Die verschiedenen Werte einer mehrwertigen Funktion und 
ihre algebraischen Beziehungen zu einander. 


§$ 41. Wir haben im vorigen Kapitel gezeigt, dass jeder Funktion 
der » Veriinderlichen #,, #,,°... v, eine Substitutionengruppe zugehort, — 
und dass umgekehrt jeder Gruppe unendlich viele Funktionen der Ver- 
anderlichen entsprechen. Die Untersuchung des Zusammenhanges, der 
zwischen verschiedenen zu derselben Gruppe gehdrigen Funktionen 
besteht, wird spiiter durchgeftihrt werden; zuerst liegt es uns ob, den 
Zusammenhang, der zwischen den einzelnen Werten einer mehrwertigen 
Funktion etwa vorhanden ist, und die algebraischen Beziehungen die- 
ser Werte zu einander klarzulegen. 

Wenn —p (#,,%,.-.a,) keine symmetrische Funktion ist, oder mit 
anderen Worten, wenn die Substitutionen s,—1, s,, s,,...8, der Gruppe 
G, die zu » gehért, nicht alle méglichen n! Substitutionen erschépfen — 
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- (r<n!), so nimmt p unter der Wirkung irgend einer der iibrigen Sub- 
_ stitutionen 6, emen neuen Wert g,= qa, an. 

~ ‘~Wir bilden jetzt eine Tabelle, deren erste Zeile aus den samt- 
lichen Substitutionen der Gruppe G bestehen mige: 


Sk iat Say cere -- GF 29): 
Die zweite Zeile werde aus dieser durch rechtsseitige Multiplikation 
aller Substitutionen s; mit 6, erhalten. Es entsteht 
2 GoW Gs a xOgnres. S045) Gr. 6,-- Bi, 

Dann folgt [vergl. zweites Kapitel § 35] 1) dass alle Substitutionen 
dieser Zeile y, in gy, tiberfiihren; denn es ist 9, .,=@,, da %.,.—¢; 
ist; 2) dass nur die Substitutionen dieser Zeile gy, in g, umwandeln: 
denn ist t eine Substitution, welche dies vollbringt, so wird 

Pio, * = Poe Fi 
werden, also lisst r6,—' die Funktion g, ungeandert; daher ist r6,—' 
=s, und t=(ro6,—!) 6, =5,6,, was zu beweisen war; 3) dass alle Sub- 
 stitutionen dieser Zeile von einander verschieden sind; denn aus 5.6, 


_ = 586, wiirde folgen s,—s3; 4) dass alle Substitutionen dieser Zeile 


oo denen der ersten verschieden sind; denn aus s26,—s; wiirde fol. _ 
=. gen 6, =S_._'S3=S,. 

_  Erschépfen die 27 Substitutionen s, und“s,6, der beiden Zeilen 
“noch nicht alle méglichen »! Substitutionen (r<1n!), so giebt es 
eine neve Substitution o,, welche dann auch einen neuen Wert von 
: ®, Po, =; hervorruft, weil alle Substitutionen, die gy, oder g, her- 
vorrufen, bereits in den ersten beiden Zeilen stehen. Die hierdurch 
bedingte dritte Zeile unserer Tabelle 

6 6 


3) 5963, 5365, ... 5,6,; G.6,; @; 

hat wieder die soeben erwiihnten vier EHigenschaften: sie enthalt nur 
solehe und auch alle diejenigen Substitutionen, welche g in @, um- 
indern; sie enthalt nur unter sich und gegen die der friiheren Zeilen 
" yerschiedene Substitutionen. Sollten durch diese 37 Substitutionen noch 
nicht alle méglichen m! erschopft sein, so fihrt man in gleicher Weise 
fort, bis alle ~! Substitutionen in den Zeilen von je r Substitutionen 
untergebracht sind. 

_ Solchen Tabellenbildungen werden wir hiufiger begegnen; es wer- 
mn dabei stets die Higenschaften auftreten: 1) alle Substitutionen 
einer Zeile besitzen eine besondere Eigentiimlichkeit; 2) nur die Substitu- 
tionen dieser Zeile besitzen diese Eigentiimlichkeit; 3) sie sind simt- 
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Aus unseren Entwickelungen kénnen wir nun die Schliisse ziehen: 


Lehrsats I. Hat die mehrwertige Funktion (a, 2, .-. 2n) 
im Ganzen @ Werte 9,, %, 9s; -:- Py) und wird @ in diese ein- 
zelnen Werte durch die Anwendung gewisser Substitutionen 
z. B. 1, 6, 6, ... G tibergefiihrt; ist ferner G, die Gruppe von 
@=-@,, von der Ordnung 7, und enthalt G die Substitutionen 
s, <1, &, Ss, --. Ss So kann man folgende Tabelle entwerfen: 


Y 
%,; S,=1, &) Spy 0 We Se} G, 
P2}  %) S2Fy, 839g, +++ $-%} Gy. 
-. " . : y 
tas SyGg, S395, +++ SrH33 G. 
: 
Po; Fe; SF, SgGgy +++ SrGy; Gy. Ge, 


in der jede Substitutionenzeile alle diejenigen und nur die 
Substitutionen enthilt, welche @ in den der Zeile vorange- 
schriebenen Wert von g, umwandeln. 


§ 42. Aus dem Umstande, dass alle Substitutionen dieser Ta- 
belle von einander verschieden sind, und dass die @ Reihen der Tabelle 
alle Substitutionen erschdpfen, ergeben sich folgende Sitze: 

Lehrsatz II. Die Ordnung 7 einer Gruppe @ von n Ele- 
menten ist ein Teiler von 2! 


Lehrsats III. Die Anzahl @ der Werte einer ganzen Funk- 
tion von » Klementen ist ein Teiler von n! 


Lehrsatz IV. Das Produkt aus der Anzahl @ der Werte 
einer ganzen Funktion von vn Elementen in die Ordnung r 
der zugehirigen Gruppe ist gleich »! 

Durch den dritten Lehrsatz wird die Existenzméglichkeit mehr- 
wertiger Funktionen eingeschriinkt; so wird es unter den Funktionen 
von ftinf Klementen kee sieben- und keine achtwertigen geben; doch 
auch hierbei sind die Grenzen noch zu weit gezogen, wie die im 
fiinften Kapitel durchzufiihrende Untersuchung beweisen wird. 


§$ 43. Die Ableitung der eben aufgestellten Siitze beruhte darauf, 
dass wir alle tiberhaupt modglichen Substitutionen durch Systeme von 
je vr derselben 8,6, A= 1, 2,...7; w=1,2,...@) erschdpfen konnten. 

Dieselben Schliisse sind aber auch in dem allgemeineren Falle 
anwendbar, dass alle Substitutionen der zu gm gehdrigen Gruppe @ in 
der, zu einer anderen Funktion ~ gehérigen Gruppe H enthalten sind, 
dass also die Gruppe G@ ein Teil oder eine Untergruppe von H ist. 
Wir kommen von diesem allgemeinen Falle zu. dem speziellen, im 
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-_§ 41 soeben behandelten zuriick, indem wir die umfassendere Gruppe 
 Hals symmetrische Gruppe annehmen und yon den dort gebrauchten 
~ Beweisen zu den hier notwendigen, indem wir lediglich statt der Worte 
_ alle méglichen Substitutionen* die Worte ,alle 7, Substitutionen von 
H“ eimsetzen. Man erkennt damn, dass alle Substitutionen von H 
durch eine Anzah] von Zeilen mit je + Substitutionen der Form 3,6, 
(A—1,2,3,...7) erschépft werden, und kommt zu den Satzen: 


Lehrsatz V. Sind alle + Substitutionen der Gruppe G un- 
ter denen der Gruppe H von der Ordnung r, enthalten, so ist 
y ein Teiler von 7. 

Lehrsatz VI. Sind zwei Funktionen g und w derselben 
Elemente gegeben, und behialt w fiir alle Substitutionen, 
welche g nicht dandern, gleichfalls seinen Wert bei, so ist 
die Anzahl go der Werte von @ ein Vielfaches der Anzahl og, 
der Werte von v. Der Fall o=o, ist dabei eingeschlossen, 


Denn es ist 


§ 44. Hine neue Erweiterung unserer Betrachtungen wiirde darin 
bestehen, dass die Gruppen G und AH in einigen Substitutionen iiber- 
einstimmen. Dieser Fall kann sofort auf den des vorigen Paragraphen 
zurtickgefiihrt werden. Wir benutzen dazu folgenden Satz: 


Pa Ny 


“4 


Lehrsatz VII. Die gemeinsamen Substitutionen zweier 
_ Gruppen bilden eine neue Gruppe, deren Ordnung dann ein 
 Teiler der Ordnung jeder der beiden Gruppen wird. 


Denn gehéren 6, t sowohl G, als G, an, so wird auch o.t so- 
ye wohl G, als G, angehoren und sich also auch unter den gemeinsamen 
- Substitutionen befinden. — Dasselbe lisst sich auch folgendermassen 
_erkennen: Ist o, eine zu G,, p, eine zu G, gehdrige Funktion, so bleibt 


. y=29,+ Bg, 


, bei beliebigen Konstanten «, 6 nur dann fiir eine Substitution un- 
ze geaindert, wenn sowohl g, als g, es bleiben, also nur fiir die den 
£ _ Gruppen G, und G, gemeinsamen Substitutionen. Diese gehéren zur 
_ Funktion w und bilden daher eine Gruppe H. 

Zusatz. Die Ordnung jeder Gruppe H, welche aus allen 


der einem Teile der zwei Gruppen G, und G, angehdérigen 
ubstitutionen besteht, ist einem Teiler von 7, und 7, gleich. 


me. 
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§ 45. Wir beschiftigen uns jetzt mit der Gruppe, welche zu 
einem anderen* Werte, z. B. y, der Funktion gy, gehdrt. Die Gruppe 
G=G, von g, enthalte 


S$, Sy Say, Sayre 5) ore 


Es fragt sich, welche Substitutionen denjenigen Wert gy, unge- 
indert lassen, der durch die Substitution 6, aus gy, entsteht? Da gq, 
durch 6, in 9, =q,, tibergeftihrt wird, so wird umgekehrt g, durch 
6, in m, verwandelt. Wendet man also nach einander die Substitu- 
tionen 6,—!, Sa, 6, an, so geht g, durch die erste Operation in 9, 
iiber, die zweite lisst g, ungeiindert und die dritte verwandelt g, 
riickwirts in g,. Es bleibt also g, fiir jedes o,—'se6, ungedndert. 
Wir konstruieren daher die Zeile 

Gy~1$,6,=1, 62775, 62, O,~ 1536, ... 62 * SG, 


und zeigen, dass diese auch alle Substitutionen der angegebenen Eigen- 
schaft enthiilt. Es sei + eine Substitution, welche g, nicht ‘ndert, 
dann wird ro6,—! die Funktion g, in », umwandeln; also ist 


(Cea = (Qo,)z Gat 5.2.6 


und daher o,t6,—' zur Gruppe G, gebérig; wir diirfen es gleich s, 
setzen. Aus 


6,06, 1=s, folet v= 6,—1(4,¢6, *)6,—6, . Sete 


was zu beweisen war. Kndlich erkennt man leicht, dass alle Substitu- 
tionen der obigen Zeile von einander verschieden sind denn 
Gy" SgGy = 6) *S36, ergiebt sg—S¥. 
Aus diesen drei Higenschaften folgt, dass die Substitutionen dieser 
Zeile diejenige Gruppe bilden, welche zu g, gehdrt; sie heisse G,. 
Die Gruppeneigenschaft lisst sich auch aus der formalen Bildung ab- 
leiten, da ja 
(6,~* Sq 69) (Oy— 1830) = 6)" Se (Gy 6,1) 836, = 6y— 'SaS3 Oy 

ist; bilden nun, wie vorausgesetzt wurde, die se, s;,... eme Gruppe, so 
findet dasselbe mit den neuen Substitutionen statt. 

Die durchgefiihrten Ableitungen gelten fiir alle anderen Werte 
Ps» Pay +++ Po der Funktion gy; so gelanet man zum 


Lehrsatz VIII. Sind 9,, g, ... gy die @ Werte, welche die 
ganze g-wertige Funktion gm annehmen kann, und gehoren 
WU Pr, Po, ++» Py die Gruppen G,, G, ... G,; entstehen ferner 
P1> Yo) +--+ Py aus’p durch die aircoudutie der Substitutionen 
6,=1, 6, ... 69, so: ist . 


eA 
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_G,=[8,=1, %, 55, ... sy] 
Oa Oye 56g ==" 5, Ogu Sy 042097 15505, «2. Oy 18,09) = 6,714, 05 


. . . . . . . . . . 


Gp=[6,—18,69 = 1, Go. S365; Go * S360, Soe Gy *SG9| = Go *G, Go. 


§ 46. Die beiden Funktionen gy, und g, unterscheiden sich von 


einander nur durch die Bezeichnung der in sie eingehenden Elemente 


%,; wir nennen zwei Funktionen, welche in diesem Falle sind, einan- 


‘der ihnlich oder von gleichem Typus. Deswegen miissen auch 


die beiden Gruppen G, und G, gleicherweise einander ihnlich oder 
von gleichem Typus sei. Ist dies a priori klar, so kann man 
doch auch durch die Art der Ableitung von 6,—'sg6, aus Sq dieselbe 
Higentiimlichkeit beweisen, ja sogar, dass nicht nur die beiden Grup- 
pen G, und G,, sondern auch schon die beiden Substitutionen s, und 
und 6,~'s,6, einander iihnlich sind. Man nennt diese Art der Ab- 
leitung Transformation; 6,—'s,6, ist die Transformierte von S,_ 
durch 6,, und so auch G, die transformierte Gruppe von G, 
durch 6,; wir werden sie auch gelegentlich, wie oben geschah, durch 


Go==0,> 4, 6, 


bezeichnen. Wir beweisen jetzt die Ahnlichkeit von s und o~'so. 
Bilden etwa w,, 2%, ... % einen Cyklus von ¢ und enthiilt o die Ele- 
mentfolgen #,%;,, %)%;,... %%;,, dann ist nach unserer ersten Schreib- 
weise 


“Nun wird o~'so das Element z;, durch z, und x, nach 2;, fiihren und 
die Folge x,7, durch «;,%;, ersetzen; ebenso 7%, durch 4;,%; 


Vin U.S a tas 


und endlich 7x, durch «;,%;. Der Cyklus (a, % ... %¢) im s ist 


-also durch dén Cyklus (a;,a;,... %;,) in @~'so ersetzt worden; so geht 
jeder Cyklus von s in einen andern von gleicher Klementenzahl iiber, 


und dieser entsteht aus jenem, wenn man s gewissermassen als Funk- 
tion auffasst und in dem Ausdrucke derselben die Substitution 6 


-durchfiihrt. 


Wir sahen, dass die Funktion von vier Hlementen 
P= UH + Uy Uy 


drei Werte habe, und dass ihre Gruppe daher von der Ordnung 


3 =8 sel. 


Die Substitution 6,—(a,a,), welche nicht in G, enthalten ist, 
liefert den Wert 
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Py = Hy Hy + LyX, 
und 6; (2,23) den dritten, von g, und y, verschiedenen Wert 
Pz = LH, 1 Uy Hy. 
Man erhilt durch Transformation mit 6,, 6, aus 
Gz =[1, (2p), (yu), (ayy) (yy) y (1 Xp Xs), (125) (Foe) 
(214) (y5), (4% Ws) 
die beiden zu gy, bez. m, gehdrigen Gruppen 


Gua 0, Gig 
[1, (23), (iy), (1 Hy) (yp %q), (8, %yXyX,), (a, Wp) (54), (% 24) We 23), 
(©, %4%3%y)], 
G, = 6,;_1G,6, = 
[1, (@, 4), (Waly), (ay Hy) (a Hy), (4%, Wy 4%y), (Ly Hy) (yy), (% Xe) (%3 Hs), 
(Xie, Hiv) |: 


§$ 47. Zusatz I. Transformiert man eine Substitutionen- 
gruppe durch eine beliebige Substitution, so bilden die trans- 
formierten Substitutionen wiederum eine Gruppe. 


Zusatz II. Die beiden im allgemeinen von einander ver- 
schiedenen Substitutionen s,s; und s3s, sind einander ahn- 
lich. Denn es ist 

Sa83 = §3—1(S3Sq) $3. 

Zusatz III. Hs ist s,ssse~’ die Transformierte von Ss 
durch sz=1: 

Zusatz IV. Sind sg, s; zwei Substitutionen, von denen die 
erste die Ordnung v besitzt, und die zweite so beschaffen 
ist, dass ihre g*® Potenz, aber keine friihere unter den Po- 
tenzen von Sq erscheint; ist ferner die Transformierte von 
ss; durch s, gleich einer Potenz von s3, so hat die niedrigste 
aus Ss, und s; gebildete Gruppe die Ordnung q.r (vergl. zweites 
Kapitel §§ 37 u. 38). 

Zusatz V. Alle Substitutionen, durch deren Transforma- 
tion eine gegebene Substitution s in eine ihrer Potenzen s® 
verwandelt wird, bilden eine Gruppe. 


Zusatz VI. Alle Substitutionen, durch deren Transforma- 


tion eine gegebene Gruppe in sich selbst verwandelt wird, 
bilden eine Gruppe. 


Zusatz VII. Sind zwei Substitutionen oder zwei Gruppen 
einander iihnlich, so giebt es Substitutionen, welche die eine 


A 
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Z in die andere transformieren. Bei Substitutionen findet man die 
” Transformierende sehr einfach; bei Gruppen geht man am besten auf 
zwei zugehorige, ahnliche Funktionen tiber und erkennt auch dann 
~ leicht, wie die Transformierenden zu bilden sind. 


Za 


Zusatz VIII. Zwei Potenzen s*, s* derselben Substitution 
- sind einander dann und nur dann iihnlich, wenn a, B densel- 
_ben gréssten gemeinsamen Teiler mit der Ordnung von s 
-besitzen. 


| § 45. Mit Hilfe des soeben eingefiihrten Begriffes der Trans- 
_ formation kénnen wir zu folgendem Korollar der Sitze von § 43: 


} ZusatzIxX. Enthalt eine Gruppe eine Substitution der Prim- 
zahlordnung p, so ist ihre Ordnung r ein Vielfaches von p; 
_ enthalt eine Gruppe G eine Untergruppe von der Ordnung p*, 
wo p eine Primzahl bedeutet, so ist ihre Ordnung ein Viel- 
- faches von p* — 
auch die Umkehrung beweisen, welche folgendermassen lautet: 
Lehrsatz X. Ist die Ordnung ¢ einer Gruppe G durch p*, 
die Potenz einer Primzahl p teilbar, so enthilt G Gruppen 
der Ordnung p** 


a a 


Es sei g eime zur Gruppe G gehorige Funktion und ¥ eine zu 
der im zweiten Kapitel § 39 nachgewiesenen Gruppe H gehérige Funk- 
tion, welche dieselben » Elemente wie G besitzt und als Ordnung die 
ED Sestmopliche in nw! enthaltene Potenz p’ der Primzahl p. Dann 


_ 
= 
; 
Cee 
< 


ee nt ; ; 
haben ¢ und y respektive — und g=— Werte; diese seien 
r Pp 


Gi, Pos Gs, --+ Piy->- Yas und U1, We, Us, --- Vas +s Vo 


mit den zugehérigen Gruppen 

Stress, Gey Nd WH, We). yy oe tps 

; Die G wie die H sind siimtlich die Transformierten eines beliebigen 
G; respektive H,; die G sind siimtlich von der Ordnung r, die H von 
der Ordnung p’. Wir suchen unter den Gruppen H,, H,,... H, die- 
mige aus, welche mdglichst viele Substitutionen mit G, gemeinsam 
h Es sei dies H,. Ferner nennen wir K, die Gruppe, welche aus 
allen G, und H, gemeinsamen Substitutionen gebildet ist. Ihre Ord- 
. ang ist nach § 44 Zusatz ein Teiler von p’; er heisse p*. A, ist 


. % Cauchy a a. O. p. 250 beweist diesen Satz fiir «=1. Herr L. Sylow 
b die Verallgemeinerung Clebsch Ann. V. 584 —594. 
<— Netto. Substitutionentheorie. 4 
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dann die Gruppe einer Funktion ay, +by,, und unsere Annahme tiber 
H, fiihrt zu der Hinsicht, dass die Ordnung von-A, nicht kleiner ist, 
als diejenige einer der Gruppen 
Ki? BS feelin rest an 
welche zu den Funktionen 
ag, tbe, ag, bys, ... apy +by,, ... ap, +O, 
gehdren und respektive die Ordnungen 
goPs, ph... phy, 2. phe | (<p) 
besitzen mégen. 
Wir betrachten jetzt siimtliche Werte von ag + by, niimlich 


/ n! nn! . 
ag, + by, (A=1, 2,055 #-1,2,...5 =e) 


ele Vets oa 
ihre Anzahl ist —-—; wir gehen von ag,+6y, aus und transfor- 
, Pp 


mieren diesen Wert durch alle x! Substitutionen. Die zu ag, +by, 
gehérige Gruppe A, hat die Ordnung p, also ist die Anzahl der ver- 
schiedenen Werte von ag,+6v,, welche durch Transformationen er- 
langt werden kénnen, gleich n!: p>. 
' 
Ist 


mn! nn! mn! : : : 
A Sieh 5 so sind durch diese erste Operation nicht alle 
pi ~ rp 

Werte von ag,-+ by, erschéptt. Es sei ag,-+ by, eimer von den noch 
nicht erhaltenen; dann gehért auch aqo.o- 1+ br 1. =ag, + bdro— 
zu diesen; denn kénnte man von ag,+ by, zu ihm durch irgend eine 
Transformation kommen, so wiirde die weitere Anwendung der Sub- 


stitution © auch zu aq,+ Oy, fiihren. Wir gehen nun von 
AQ, + bWro = ag, + bw, 


mit der Gruppe A,, der Ordnung p>» aus; die Transformation durch 
alle x! Substitutionen liefert dann »!:p°» neue unter sich und von den 
friiheren verschiedene Werte. 
nt ont owl nl 
Ist auch noch — + < 


= 3 < ~:~, so gelten dieselben Schltisse: 
per, prs ems oe 


Ks giebt eine neue Funktion ag,+bu;, ebenso eine neue a, + bd, 
=AQDy.—1 + bY,,—: mit der Gruppe A, von der Ordnung p>» und in- 
folgedessen »!:p°» neue durch Transformation aus agp,+bw, ableit- 
bare Werte. 


yn! a! . 
oe tee n! mn! 
In dieser Weise wird man siimtliche —+— Werte, welche ag; 
roy 


+ by, annehmen kann, endlich erlangen. Daher ist zu setzen 
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n: n! n! n! n! 


a GP nes ice Z 

ii Oi | EM akc hn oe 
und da 6, grésser oder doch nicht kleiner als jedes der iibrigen p 
ist, so wird der erste Summand der rechten Seite der kleinste scin 
dur doch zu den kieimsten gehéren: die Summe rechts ist daher ein 
Vielfaches des ersten Summanden 


fate 


aa't 

nN. r: 
—*--=q. —, nipr—q.r.p’. 

P 


Die héchste Potenz von p, welche die linke Seite der letzten Glei- 
chung teilt, ist die f+ ,'*, folglich ist rechts r héchstens durch p* 
teilbar. Da aber G yon der Ordnung ¢ die Gruppe A, von der Ord- 
dung p* enthalt, so ist y auch mindestens durch p* teilbar; folglich 
kénnen wir 


._- 


r= p.t 


setzen, wo ¢ den Faktor p nicht mehr enthilt. 
Der Voraussetzung nach enthilt + den Paktor p*: es ist daher « 
_ gleich oder kleiner als 6,; im ersten Falle ist K, die durch den Lehr- 
satz geforderte Gruppe, im zweiten Falle ist es eme Untergruppe von 
K,, deren Existenz im zweiten Kapitel § 40 nachgewiesen ist. ae 


eee ie 
' 
‘ 


y 


§ 49. Zu diesem Satze sind noch zwei Bemerkungen zu machen. 

Die im Beweise des Lehrsatzes benutzte, im zweiten Kapitel § 39 
abgeleitete Gruppe 1 war yollkommen unabhangig von der im vorigen 
Paragraphen gerade betrachteten Gruppe G: trotzdem fand sich in H 
_ eine Untergruppe K,, welche mit der héchsten Untergruppe von G, 
_ die eine Primzahlpotenz p* zur Ordnung hatte, ihrem Typus nach 
 iibereinstimmte. Denkt man sich also irgend eine nur mégliche Gruppe 
der Ordnung p* und nimmt diese fiir G, so folgt, dass H eine Unter- 
- gruppe desselben Typus besitzt. Daher ergiebt sich: 
Zusatz I. Die im zweiten Kapitel §39 konstruierte Gruppe 
_ der Ordnung p/ und des Grades n enthalt in ihren Untergrup- 
, pen alle Typen von Gruppen der Ordnungen p* (a</). 
? Ist r=p*. py. prs... WO DP, Py; Po,--- die verschiedenen Prim- 
_zahlen sind, welche r enthilt, so giebt es in G Gruppen 


Tee ee, 


pe 


- der Ordnung 
DP’ > Py, Po, +++ 


Bildet man eine Gruppe, welche alle diese I, I,, I,, ... enthilt, 


G ={0,1,,T,--+; 
4? 
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so ist G! mindestens von der Ordnung 1+ (Lehrsatz 1X); G’ ist ferner 
in G enthalten und daher gleich G. Also ist bewiesen: 


Zusatz II. Hine Gruppe G der Ordnung r=—p*.p,“.p,%... 
lisst sich aus je einer Untergruppe der Ordnung p*, p,“, 
po™, ... ZUSAMMensetzen. 

Weitere Folgerungen aus dem Lehrsatze X) werden spiiter ab- 
geleitet (§ 121). 


§ 50. Bei der im fiinften Paragraphen aufgestellten 'Tabelle 
musste natiirlich jene vierte Higentiimlichkeit solcher Tabellen, auf 
welche friiher aufmerksam gemacht wurde, wegfallen: es konnten die 
Substitutionen der einzelnen Zeilen nicht siimtlich von eiander ver- 
schieden sein. Denn jede Gruppe enthilt ja die Substitution 1 und 
diese muss also 9 mal vorkommen. In dem Beispiele von § 46 kom- 
men ferner die drei Substitutionen 

(@, Xp) (324), (pHs) (LyX q), (#4) (Lys) 

in jeder der drei Gruppen vor. .Wir wollen allgemein untersuchen, 
wann es moglich ist, dass eine und dieselbe Substitution 
den zu simtlichen einzelnen Werten q,, $2, 93, --- Py gehori- 
gen Gruppen G,, G,,...G, angehért. Es wird sich zeigen, dass 
das obige Beispiel einen beachtenswerten Ausnahmetall bildet, indem 
im allgemeinen ausser der Substitution 1 kee andere besteht, welche 
alle Werte einer Funktion ungeiindert liisst.* 

Wendet man auf die Reihe 9, g., 93, ... Pe eine beliebige Sub- 
stitution 6 an, so erhilt man 


Qo, Qo.oy Qo, 05 tre Pao} 
diese Werte werden, abgesehen von der Reihenfolge, mit den ersteren 
tibereinstimmen. Denn 9,, Pz, .-. @, sind alle iiherhaupt méglichen 


‘ Werte und die eben erlangten sind siimtlich von einander verschieden. 
Die zu der letzteren Reihe gehérigen Gruppen 


— af — ~ — : ~ 
Os Gi 6,07 'G,0; G7 Gi aean. on Ge 


x 


sind daher, abgesehen von der Reihenfolge, auch mit G,, G,, ... Gel 
identisch, d. h. die Gesamtheit von G,, G,,... @, iindert sich bei der 


Transformation durch eine ganz willkiirliche Substitution @ nicht. Be- 
zeichnen wir nun mit H die Gruppe derjenigen Substitutionen, welche 


. Y 71 . . . ? 
in G,, G,,... @  gemeinsam vorkommen, so ist H auch die Gruppe 
derjenig ituti inion} G Tr aie 

] gen Substitutionen, welche in o—'G,6, 6—'G,o, ... 6 ‘GG ge- 


* L. Kronecker: Monatsber. d. Berl. Akad. 1879, 8. 208. 
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__meinsam vorkommen. Diese letztere Gruppe ist natirlich anch dorch 


a 


Denn hatte man z. B. g 
; 5 = (Fh, - 02) 


Se ausgedriickt; demgemiss ist 

a  6-*He=H, 

7 d. h. die Gruppe H 4ndert sich nicht, wenn man sie auf irgend eime 

: Weise transformiert; sie enthalt also alle Substitutionen, die emer im 

_ ihr enthaltenen ahnlich sind. 

~ Wir untersuchen nun zunachst die Natur emer so beschaffenen 

: Gruppe H. Wir betrachten diejenigen Substitutionen von H, welche, 
_ abgesehen von der identischen Substitution 1, mdglichst wenige Ele 

a ' mente enthalten. Wir beweisen von diesen Substitutionen zerst, dass 

3 in kemem ihrer Cyklen mehr als drei Elemente yvorkommen kimnen. 
4 


~ so nehme man 6—(z,%,) und da o ‘Ho—H ist, so wird auch 


o- ‘sé — (4,4,2,4, ---) --- =, 


in A yorkommen  s, unterscheidet sich dann vou ¢ nar m der Mer 


_ lung der beiden Elemente-z,, z, Daher wird das Produkt beider Sab 
_ stitutionen, welches natiirlich auch in H auftritt, da H eme Gruppe ist. 
$-S,—= (4,2, ---) --- (Z) a 
sicher das Element x, nicht mehr enthalten,-wohl aber die Folge z,z,; 
ohne also —1 zu sein, hat es weniger Elemente als s, was der An 
- nahme widerspricht. 
= Zweitens beweisen wir, dass die Substitutionen von médglichst 
wenigen Elementen in H, falls der Grad w>4 ist, nicht mehr als 
einen Cyklus enthalten kémen. Denn sonst kame im H eine der Sab- 
_ stitutionen vor 


Sa (Hp) (GgXy)---, $3 = (LyL) (LzHgFz)---5 Sy (FpFn Fy) (4 %qFq)--- 

q und dann auch die entsprechende durch 6 —(%,2,) transformierte Sab- 
stitution 

[sa— (223) (545) ---» 3's = (E, 45) (Zo%q Fs) ---, 8 y= (Fr%eFs) FX 4s) ~ 

_ folglich enthielte H auch das entsprechende Produkt 

Sa 18'q = (Hy ---) (4) (Zz) ---, 8 *8'g = (Hp Fe) (4 Fs) (A) ---; 

Be 3, *8', = (4) (Az) (4p) 5555) --- 

ee welches, ohne gleich 1 zu sein, weniger Elemente enthalt, als das 

4 urspriinglich vorhandene s. Auch dies ist nicht moglich. 

Ist also n>4, so besteht H entweder aus der eimzigen Substita- 

tion 1 oder es enthalt H eine Substitution (z.z,) oder eme Substita- 


OE . 
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Im zweiten Falle enthalt H mit (”,,) alle Transformierten die- 
ser Transposition; es ist somit H die symmetrische Gruppe. Im dritten 
Falle enthalt H mit (#,%,%,) alle Transformierten dieser Cirkular- 
substitution dritter Ordnung; es ist also H die alternierende Gruppe 
(vergl. §§ 34, 35). 

Von H gehen wir auf G zuriick: Haben G,, G,, ... Gp ausser 
der Hinheit Substitutionen gemeinsam, so tritt der zweite oder der 
dritte Fall ein; H, welches in jedem G enthalten ist, umschliesst 
sicher die alternierende Gruppe, also ist auch G alternierend oder 
symmetrisch und g—2 oder = 1. 

Ist dagegen »=.4, so kénnte ausser s,—1 noch ein 


Sy = (, Zp) (%3) 
auftreten; hiermit zugleich mtissten seine Transformierten, deren es 
nur zwei giebt, 
8; = (@,%s) (%y%,) und s,—= (x, 24) (#225), 

vorhanden sein. Weitere Substitutionen kénnte A nicht enthalten, 
ohne alternierend oder symmetrisch zu werden. Man hatte also die 
Ausnahmegruppe ee ey 
diese geht in der That bei allen nur méglichen Transformationen in 
sich selbst iiber. Wiull man von ihr auf Gruppen G zuriickgehen, so 
folgt aus § 43 Lehrsatz V), dass die Ordnung von G ein Vielfaches 
der Ordnung von H, also von 4 ist; aus Lehrsatz I) folgt, dass die 
Ordnung von G ein Teiler von 4! = 24 ist, daher bleibt nur die Wahl 
zwischen den Zahlen 4, 8, 12, 24 als Ordnung von G. Die beiden 
letzten Zahlen fiihren mar at allgemeinen Fille g=2, @—1. Der 
erste r= 4 liefert H=G, o=6 und z. B. 


= (a, Wy + 83% 4) — (Ly Hy + yy), Py = (Wy Ly + XX) — (@, Hy + Lys), 
i = (a, Bs + ary Wy) — (y+ Wy), Py = (Xs + LyHy) — (@, Hy + yy), 
Ps = (By + Hyg) — (try Wy + Hq), Py = (L, Ly + WyXy) — (Hy &y + ay ,). 
Der zweite r=8 liefert G als Vielfaches von H. Wir miissen 
also zu H noch Substitutionen hinzunehmen, um auf G zu kommen. 
Von der dritten Ordnung darf keine derselben sein, weil sonst r= 12 
oder — 24 werden wiirde. Nimmt man irgend eine andere Substitution, 
so erhilt man die in § 46 angefiihrte Gruppe, welche unter die im 
§ 39 behandelten gehért. Fiir sie ist e=—3 und z. B. 
tae orm HW % 4, Wy = Wy Ls + Wy Ly, Wy =U, Uy + Lye 
Lehrsatz XI. Ist na 4, so giebt es ausser den symmetri- 
schen und den alternierenden Funktionen keine anderen, 
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_ deren samtliche @ Werte fiir ein und dieselbe Substitution 
‘(ausser fiir die identischen Substitution) ungeindert bleiben. 
Fiir »=4 bleiben alle Funktionen, die zu den Gruppen von 


D = (@, Hy + Hy Hy) — (%,%5 + %y%,) oder von P= LX, + LyX, 
gehodren, fiir die Substitutionen der Gruppe 
HT —=[1, (41%) (544), (212g) (qq), (ar 4) (925) 


ungeindert. 


§ 51. Wir haben bisher den substitutionen-theoretischen Zusammen- 
hang der @ Werte einer 9-wertigen Funktion untersucht; jetzt gehen 
wir zur Betrachtung des algebraischen Zusammenhanges dieser Werte 
liber. 

Wir sahen am Anfange des vorigen Paragraphen, dass die Gesamt- 
heit der Werte ,, p,.... 9, sich unter dem Hinflusse einer beliebigen 
Substitution 6 bis auf die Reihenfolge nicht andert. Alle symme- 
trischen ganzen Funktionen von 9,, 92, ... ®, bleiben daher bei der 
Anwendung jeder beliebigen Substitution 6 ungeiindert und sind folg- 
lich nicht nur in den g, sondern auch in den #,, 4, ... %, symme- 
trisch und daher durch die elementaren symmetrischen Funktionen ¢; 
der #, rational und ganz ausdriickbar. Bildén wir also 


S(9,) =P; +P, +... +H = BR, (G5 Cs, --- Gn) 
S(Q; G2) =PiP2+ PiPs + --» = By (Gq, &, --+ Gn) 
S(Q, Py Wo Po) = Yr PP. Ps --- Po =f, (, fy) ++ Cn) 


so sind die R die Koefficienten einer Gleichung, deren Wurzeln 9,, 
Pz, --» Py werden. 


Lebrsatz XII. Die 9 Werte 9,, @,,--- Py einer o-wertigen 
rationalen ganzen Funktion » sind die Wurzeln einer Glei- 
chung 0” Grades 


g— hyp? +h, ge—?— ... +h, =0, 
deren Koefficienten rationale ganze Funktionen von den ele- 
mentaren symmetrischen Funktionen ¢, ¢,...¢ der Klemente - 
Baylor's Va Sind, 


§ 52. Beispielshalber suchen wir die Gleichung auf, deren Wur- 
zeln die drei Werte 
Y= Uy He + Hy%,, Yy=HyHy + UyXy, Yy— 1X, + Valle 


sind, wobei “,, %, “3, %, die Wurzeln der Gleichung 
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f (2) =2'—¢,0°+ o2?—ca+¢,=—0 
sein mégen. Zuerst findet man ganz unmittelbar 
Pit Po +P; =S (@, 22) = 6} 
ferner wird nach Kapitel 1 § 10 | 
Pi Po + PVs + Ps Py = S (Hy? as) = WC, + Bey Cy + Cy”. 

Die Zahlenfaktoren a, 6, y ergeben sich durch numerische Bei- 

spiele gleich —4, 1, O 
P1P2 + 1 Ps + Po Ps = 4163 — Fy. 
Endlich ist 
Pr Ps Py = S (Hy? Hg? Hq”) + Hy Hy LX, S (2) 
==)? 0; = 4G G+ fe 
Folglich erhalt man als Ausdrucksform der gesuchten Gleichung 
g(P) = 9? — GH? + (Gey — 464) P— (C704 — 405.0 + C5”) = 0. 

Wir wollen die Diskriminante dieser Gleichung, respektive ihrer 

drei Wurzeln untersuchen. Hierbei gebrauchen wir nicht die fertigen 


friher aufgestellten Formeln, welche zu umstiindlichen Rechnungen 
fiihren wiirden, sondern wir bilden direkt 


Pi — Po = (@, — %4) (Hy = 2s), 

P2 — Py = (H, — Xp) (Lz, — 4), 

Ps — Py = (X, — 2s) (®y — %), 
und erhalten, wenn wir die Diskriminante der » mit 4,, diejenige der 
x mit J bezeichnen, 

Ag = (91 — 2)” (P2— Ps)” (Ps — Pr)” 
= (&, — Hy) (@, — Hy)” (@, — @4)” (Ly — Wy)” (z — X4)” (4 — 2)? = A. 
Wir erkennen hierdurch nebenbei, dass die Diskriminante einer 

Gleichung vierten Grades f/(#)—0O auch als Diskriminante einer Glei- 
chung dritten Grades gebildet werden kann. Wichtiger ist, dass der 
erlangte Spezialsatz sich nach einer anderen Seite hin erweitern lisst. 
Diese Erweiterung suchen wir auf. 


§ 53. Wir legen unseren Betrachtungen die Tabelle aus § 41 
- mu Grunde. Ist gm nicht einwertig, so enthiilt die erste Zeile der Tabelle, 
d,h. die zu gy, gehérige Gruppe G nicht alle tiberhaupt mdglichen 
Transpositionen. Kommt eine Transposition, z. B. (wea%3) in der zweiten 
Zeile der Tabelle vor, so ist dies gemiiss der Konstruktion dieser 
Tabelle ein Zeichen dafiir, dass g, durch (wea3) in @, verwandelt wird. 
Ks ist demnach fiir 72x; auch y,—g,, denn dann wird die Trans- 
position (%2 3), welche aus g, den Wert gy, hervorruft, auf g, ja keine 
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4 Anderung ausiiben. Es wird folglich y,—qg, fiir = zu Null wer- 
den und also durch x,— <p teilbar sein. 
Sobald daher eine Transposition (vg) in der Gruppe G von 9, 
nicht vorkommt, ist eine der Differenzen y, — g,(A=2,3,...0) durch 
einen Faktor von der Form XL. — xg teilbar. 


n(n — 
2 


Nun giebt es bei » Elementen - a Transpositionen. Enthilt 


die erste Zeile unserer Tabelle, d.h. G,, genau q von denselben, so 


neal) © 
2 


(1 — Po) (H — Ps) -»» (Pi — He) 


—q von einander verschiedene Differenzen der Form 


bleiben in den iibrigen Zeilen - q zuriick. Es wird daher 
das Produkt 


n(n — 1) 
2 


durch 
(4. — %g) teilbar sein und folglich auch durch das Produkt derselben. 


Statt von g, hiitten wir auch von g, ausgehen kénnen. Da die 
ZU P,—= Yo, gehorige Gruppe G, = 6,~'G,6,*der Gruppe G, ahnlich ist, 
so enthailt auch sie g Transpositionen, und auch das Produkt 

(P2— 1) (P2— Hs) +++» (P2— Po) 

; n(n —1) ee 
ist durch das Produkt von —,—~ — gq Differenzen der Form (x — xg) 
teilbar. ; 

Dieselben Schliisse gelten, wenn man g,, g,, ... Po zum Ausgangs- 


punkt nimimt. 
Multipliziert man die einzelnen Faktorenreihen, so wird 


efe— 1) . 
TT op) (oi 90) 5 (ol oe uo 
- (Pi-~ Hp) } 
durch das Produkt von ale ss oy —4| Differenzen (”— as) teilbar; 


4, ist in den #, symmetrisch; = Vorkommen von (%, — 4%) als Faktor 
fordert demnach auch dasjenige jeder anderen Differenz (x,— 2») und da- 


mit auch das von 4 — I] (%e— xg)”, der Diskriminante von /(#). Hs sei 


A die hochste Potons von 4, welche als Faktor in 4, emgeht; dann 
muss J alle are el Differenzen %@— a in sich achieeecee 
und da 4 deren n(n — 1) und somit J‘ deren n(n — 1)¢ enthiilt, so muss 


n(n—1)t>@ eee ~4| 


[A ieee ae 
be 2 n(n—1) 
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n(n— 1) 
sein. Diese Zahl ¢ kann nur dann Null werden, wenn g= <7 Se 
ist, wenn also alle Transpositionen in G, vorkommen. Dann ist 
symmetrisch und g=1. 4 ist ferner dann und nur dann Null, wenn 
G keine Transpositionen enthalt. Einer der Fiille, in denen dies ein- 
tritt, ist der, dass G die alternierende Gruppe oder eine Untergruppe 
derselben ist. 


Lehrsatz XIII. Ist m eine e-wertige Funktion der » Ele- 
mente 2, %,... U,, deren Gruppe g Transpositionen enthialt, 
so hat die Diskriminante 4, der @ Werte ,, 92, --- Po den 
Faktor ce a) 

A 2 n(n—1)/ 
Ist m nicht symmetrisch, so ist der Exponent von Null ver- 
schieden. Ist die Gruppe von gp unter der alternierenden 
enthalten, so wird q=0. 


Alle mehrwertigen Funktionen enthalten demnach gleiche 
Werte, sobald zwei Elemente x einander gleich werden. 


Hieraus erkennt man, warum es im zweiten Kapitel § 32 un- 
méglich war, bei gleichen Werten der x Funktionen von ! Werten 
abzuleiten (vergl. auch § 104). 

os ms Q qe 

§$ 54. Wir haben fiir ¢ den unteren Wert go ate gefunden. 
Dies heisst, dass die Diskriminante jeder beliebigen zur Gruppe G, 
gehorigen Funktion durch die angegebene Potenz yon 4 teilbar ist. 
Ks wire aber wohl méglich, dass bei einigen oder gar bei allen Funk- 
tionen der Minimalwert von ¢ tiberschritten wiirde. 

Wir wollen annehmen, dass ein solehes Uberschreiten eintrete und 
dass der Exponent von 4 grésser als 


Q eg 


2 mn(n—1) 7 
wire. Die hierbei auftauchenden Verhiiltnisse sollen jetzt zuerst unter- 
sucht werden. Hine héhere Potenz von x,.— wx ; kann A) emmal dann 
eintreten, wenn p,— a durch «,— xg teilbar ist, ohne dass gp, durch 
5—(e%s) in qa tibergefithrt wtirde; B) ferner dann, wenn g, zwar 
dureh 6—=(Xe%p) In gy, itibergefiihrt wird, wenn aber »,—q, durch 
eime hédhere als die erste Potenz von a,—.ws sich teilen lisst. 


A) Im ersten Falle ist der Annahme nach 


9,—g=0 fir x, =p, 


o 
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e: ohne dass g;—, wiire, wenn 6 die Transposition (7% 3) bedeutet. 
- Dann ist auch 

2g 


Pio Po wnd Gris—G,, 
da sonst wegen 6? = 


eae do pte ty, 1G — Pa Po 
ware. Der allgemeine im vorigen Paragraphen besprochene Fall 
wiirde durch Kombination der vier von einander verschiedenen 
Werte 9,, 92, Yo, P « nur vier durch z~—2; teilbare Faktoren der 
Diskriminante 
Po— Fi, Pr—- Pos Pro— Pr, Pr— Pic 
liefern. Unter unserer jetzigen Annahme, dass y,—, durch %g— “3 
teilbar sei, ohne dass gy; =, ist, erhalten wir noch acht durch x, — x; 
_ teilbare Differenzen, die im obigen Falle nicht aufgetreten wiiren: 


Z Ti 9 tp Si 945 Pia — Ys, Pa Pre5 
; Pi-Po, Po—Ps, Pis— FY; Y,— Pic- 
_ Die Teilbarkeit der beiden ersten ist durch die Voraussetzungen ge- 
_ geben; die der beiden nachsten ergiebt sich durch die Anwendung von 
a 6 auf die beiden ersten, denn hierdurch wird die Differenz x, —; nur 
in L3— Zo umgeindert, die Teilbarkeit also nicht aufgehoben. Die Teil- 
barkeit der letzten vier Differenzen folgt aus den Gleichungen 


j 

5 Pi Po=(P1— Ps) =(Pa—H1)3,_ P2o — Pr = (Pre — Po) — (P1 — Fo). 
q Tritt also der Faktor x, — sz, iiberhaupt einmal tiberzihlig auf, in- 
E dem 9,—g; durch ze—Zgz teilbar, aber p 9g, ist, so tritt dieser 
- Faktor acht mal iiberzihlig auf. Wegen der symmetrischen Bil- 
a dung von 4, tritt also jeder Faktor dann acht mal iiberzihlig auf, 
und da 4 ein Quadrat wird, tritt 4 vier mal iiberzihlig als Fak- 
_tor von 4, auf. ~ : 


B) Im zweiten Falle, in welchem 9,—-, oder y,—g; durch 
- eine hdhere als die erste Potenz von #,—w teilbar ist, lasst sich 
q zeigen, dass die héchste Potenz dieser Differenz, welche als Teiler 
 auftritt, bei g,—, eine ungerade Potenz von (#,-— a) zum Teiler 
hat, bei y,—,z dagegen vier mal iiberzihlig erscheint; auch hier 
wird die iiberzihlig hinzutretende Potenz von 4 also eine gerade sein. 
SE Es sei (%_—,)" die hochste Potenz von %—x3, welche 9, — Go 
. teilt, so dass 

j DP, — Po = (La — Hp)!" Y, (B15 Lay + ++ Lay- ++ Up, ++» Fn) 

_ befriedigt wird, ohne dass 7 noch durch %q@— xg teilbar wire. Wendet 
man 6 an, so folgt 
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Po — Py =(— 1)" (@a — 3)" L(y Wey +- Upp Gay ++Xn) 
und durch Addition der beiden letzten Gleichungen 

0 = (aq — a9)" [4 (..- Bay ++» Bpy-+») + (—1)"4 (--- Hp, --- ay= =k 
Da (#%—w;)"-,0 ist, muss der zweite Faktor —0 sein; wire v ge- 
rade, so wiirde aus 

4 (: +» Wley,» > LR ynns) = — hens ieee eee 
bei Gleichsetzung von a. und x; sich ergeben, dass ¢(...%e,.--La;+++) 
=0 und dass folglich x(...%«,...%3,---) gegen die tiber » gemachte 
Voraussetzung noch durch einen Faktor 7,— x; teilbar wire. v ist 
also ungerade. 

Ware endlich 9,— 92, wo 92— x. ist, durch eine hohere als die 
erste Potenz von a. — xs teilbar, so wiirde dieselbe Potenz vier mal, 
nimlich in 

P,—Pi, Pi— V5 Pao— Picy Pia— Po 
heraustreten. Also auch hier wiire der iiberzihlige Exponent von J 
ein Vielfaches von 2. 


Lehrsatz XIV. Ist g, eine zur Gruppe G, gehérige Funk- 
tion und bedeutet g' den héchsten Exponenten, fiir welchen 
A, durch 4% teilbar ist, so wird dieser Exponent den Wert 

g=>e- = = i) +2m, m>O0O 
erhalten; @ bedeutet die Wertzahl von g,; m die Zahl der 
Klemente; q diejenige der in G, enthaltenen Transpositionen; 
m ist nur von der Natur von g,, nicht von der Gattung, der 
g angehort, abhingig. 


Beispiel zu A: 
py = (%, — %) (ag — 24) +S (49), 
s—=(e%), A= (et) 
vr = (a, — y) (25 —%) +S (X,%,), 
W, — ba = (®, — 2) (&; — 2). 
Hs ist also ¥,— y, durch v,— 2, teilbar, trotzdem wu, von wy ver- 
schieden ist. 
Beispiel zu B: 
Ayy-+V4)—- (VaR =44, 


aber 


AV F42e— U4 V4 + 22) — (VA + Ba) = 44°. 


pmo sa 
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g § 55. Um zu zeigen, dass die eben behandelten Fille nicht die 


By _allgemeinen sind, bilden wir eine Funktion der Gattung G gemiiss 


der Anmerkung von § 31. Es sei 


a7 


= 2% 4 o;. oy wee: 


wo die Exponenten « so gewahlt sind, dass aus der Gleichheit 


Z Cg + by + Oe + ...—= tat Oe+e. 
die Gleichheit der Indices a0; 
d,¢,... folgt. Es mége 


c,... mit denen der rechten Seite 


YY; aa W, =0 
werden fiir die Annahmen 
a) Le = Kel! 00 = Hey Lif = Hy = .0- = Lit, oe. 


Da “Z,, %,..- noch immer von einander unabhingig sind, und da 
w,—vw, gleichviele positive und negative Summanden, jeden mit dem 
Koefficienten 1 behaftet, enthailt, so kann die Differenz 


v, —% -> (Batty. — Hg BE yt...) 
- nur verschwinden, wenn je ein Glied von dem durch «) modifizierten 
&; gegen ein Glied des gleichfalls modifizierten y, sich weghebt. 
Kommt dies z. B. bei 
; B) tyet- gyet., und Bl) sgt t-aytit--, 
A vor, so folgt die Gleichheit der Exponenten gleicher x in f) und f'), 
- und daraus folgt nach der Annahme itiber die «, dass in zwei nicht 
_ modifizierten, sich nachher zerstérenden Gliedern von w, und wy, die 
ma den Zy, %x’, ... gehorigen Komplexe yon Exponenten einander 
- gleich sind, ebenso die zu den 4, %,,... gehérigen Komplexe von 
- Exponenten u.s.w. Man kann daher eine oder mehrere Substitutionen 
_ o konstruieren, welche f) dadurch in f’) iiberfiihren, dass sie nur die 
Lay Lu',--. water sich, die %,, Z,... unter sich u. s. w. umsetzen. Da 
_hierdurch ein Term yon wv, in einen von ¥, tibergefiihrt wird, und da 
alle m! Terme der Form z,%7,%... von einander yerschieden sind und 
sich auf die g Werte von y, verteilen, so fiihrt 6 w, vollig in y, tiber. 
_ Wird also in unserem Falle wv, — hey fir t=, 80 wird ¢= 
 (GyFa) wud Y,—=w,: der Fall A) § 54 ist daher ein Spezialfall. 
4 Ist ferner, um nachzuweisen, dass auch B) § 54 den Charakter 
der Raicesticinhicit entbehrt, 
A oe Oe — ns op Oo 


7) te —V6.= (ha — ig ‘) Pe $$ 4, 04 rq.. 24 


‘a’ — Le" 


oe 
A 
, 
ho 
GZ 
F 
“3 
| 
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so werden in den 7» Summanden die Ausdriicke 22,’ aq°... samtlich 

yon einander verschieden sein. Denn es kénnten. zwei nur dann ein-— 
ander gleich sein, wenn in ~, zwei Terme existierten, die sich nur 

durch die Exponenten zweier Potenzen a, %q”® von einander unter-— 
schieden, also durch die Substitution 6 =(Xe'%q") in einander tiber- 

gingen. Dann gehorte aber o der Gruppe G, an, was der Voraus- 

setzung widerspriiche. Sollte demnach die rechte Seite von y) eine 

hohere als die erste Potenz von (a — <q) enthalten, so miisste jeder 

einzelne Summand der Summe (a, — %.”) enthalten; dies ist aber un- 

moglich, da jeder einzelne Summand nach der Durchftihrung der Di- 

vision in eine Reihe von Gliedern mit gleichen Vorzeichen zerlegt 

wird. B) bildet also auch einen Spezialfall. 


§ 56. Wir kennen demnach die héchste Potenz 
a, 9 $b 

der Diskriminante von f(x), welche im allen Diskriminanten von Funk- 
tionen g der Gattung G als Faktor enthalten ist. Gesetzt, alle diese 
enthielten noch eimen gemeinsamen Faktor, der zuerst als Funktion 
der c, auftritt, dann aber in eine Funktion der x, umgewandelt und 
in Faktoren zerlegt gedacht werden kann; dann wird jeder dieser irre- 
duktiblen Faktoren mehr als zwei Wurzeln 2; oder, wenn nur 
zwei, dieselben in der Verbindung %+mx; (x--—1) umfassen; 
denn a2.—x 3 riefe eme Potenz von 4 heryor. Dann koénnte dieser 
Faktor und damit die Diskriminante jeder Funktion der Gattung zum 
Verschwinden gebracht werden, indem man zwischen den x; Beziehungen 
festsetzte, welche nicht in der Gleichsetzung zweier x, bestehen. Kann 
man also beweisen, dass trotz beliebiger Beziehungen zwischen den 
w,, die nur nicht m der Gleichsetzung zweier x, bestehen, dennoch 
jede Gattung Funktionen mit nicht verschwindender Diskriminante ent- 
halt, so ist die Annahme eines neuen, nicht gemeinsamen Faktors 
ausser 4’ beseitigt. Der eben angefiihrte Satz wird in einem spiite- 
ren Kapitel bewiesen. Antizipieren wir ihn, so folgt als Abschluss der 
letzten Untersuchungen: 


Lehrsatz XV. 4’ ist der grésste gemeinsame Teiler aller. 
Diskriminanten der zur Gattung G gehérigen Funktionen. 


§ 5%. Wir kehren nunmehr zu der Gleichung zuriick, deren Wur- 
zeln 1, Py, +.» Po sind \d 


gp? — Rh, p?—1+ Rep? —*—...4 Ro =0, 


a 
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_(vergl. § 51) und suchen die Frage zu entscheiden, ob und unter wel- 
_ chen Umstinden diese Gleichung eine binomische werden kann; ob es 
also e-wertige Funktionen giebt, welche, in die 0 Potenz erhoben, 


symmetrisch werden. Fiir 9 =2 wissen wir, dass Y4—=q der For- 
derung geniigt. Um die aufgeworfene Frage allgemein zu erledigen, 
- setzen wir voraus, wir hiitten aus der Funktion » von der verlang- 


ten Higenschaft die etwa darin enthaltenen Faktoren, welche = V4 
sind, simtlich herausgezogen; der Quotient sei , und es werde gesetzt 


p= (V4) ¥. 
Dann wird ~’? symmetrisch werden, da g*’ und 4¢¢ es sind. Wir 
setzen daher 


yre= Ss, 
@ sel eine primitive 2 Einheitswurzel, vw, eine Wurzel der letzteren 
Gleichung; dann sind alle Wurzeln derselben 


Wi, ow,, ay, , aot ey, . 
und daraus folgt 


Ay =o, n reSEE pad wo)? (1 — .. (@?9—? — are, 
Diese Diskriminante muss nach we XI) durch 4 teilbar sein, 


falls nicht w selbst schon symmetrisch ist. Die Faktoren mit @ sind 


von den # unabhingig, also nicht durch J teilbar; a, enthalt nach 


der Voraussetzung nicht mehr den Faktor V4; folglich ist vw, sym- 
metrisch und es wird, je nachdem « gerade oder ungerade ist, 


ia gp=S, p=VA.S. 
Lehrsatz XVI. Sind die » Hlemente 7,, z,,...Z, von ein- 
ander unabhingig, so sind die alternierenden Funktionen 


die einzigen, bei denen eine Potenz symmetrisch wird, ohne 
dass sie.selbst es sind. 


§ 58. Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes mégen hier noch 
zwei Beweise desselben folgen, die auf ganz anderen Grundlagen sich 


BS 


a”. 


— aufbauen. 
1) Ist w eine 9® primitive Hinheitswurzel, so sind 
2 = 
Pr» OPy, DP, --- OS Py 
alle Wurzeln der Gleichung 


ssa 


ge — S= 0, 
falls man unter @, irgend eine derselben yersteht. Da die w Kon- 
-stanten sind,-so haben alle Werte von @ dieselbe Gruppe. Diese ist 
also nach dem Lehrsatze XJ) fiir »>4 entweder die symmetrische 


er ee ea 


i es 
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oder die altermerende Gruppe, oder — 1. Die belden ersten Fille he 
fern e= 1,2. Im letateren Palle wire &,, din Groppe wen 9 gi 
1, also @=x!. Wire € die Sebsiitation, wh nS ee 
se wiirde «* die Substifatien sein, welche g, in @'g, wmwandelt, Es 
miisste daher die Reihe 
1,6, @ a. 8. 
aus verschiedenen und daher aus allen miglichen Substitationen be 
stehen, die mit um Elementen gebildet werden Kimmen. bere 
nach @ eime § ee ee mw) seiay- 
selche giebt es fiir w>2? nicht. 
Bel »—4 wire eine sebowertge Ration denkan, deren coche 
6-1, 4) a), Ba) Ged, eh ’ 
Hier milsste es eine Subsiifation ¢ gegeben haben, welche qin Qe 
tiberfithrie und von der sechsten Qndmag wir. Das st bel vier 
— = 


: 
: 


Zeerst kame man die Frage beschrimken, Indem man @ alk. S 
mahi veraussetat, Dean fir e=2.¢ winde aas : . 


5 $ i sie 


ward, so enthalt die Grappe wen @ nicht alle Trangpositionan (S- 1s | 

€ = (w.%y) moge den Wert von S im g, | @, wawandeh. Aus 
RF—gl=—S 

folet dann, wean © cine primitive p> Rinheitowarnd bedeuitt, bs 
w= OH a 

ist. Wendet mam auf diese Ghichang nochmals die S lap sntse . 

an und bedenkt, dass = 1 wad abe ga—@ Bt, so filet ai 

Gleichung @, = &&, 3 

a tonya bite mal Denon tee 

a=] : 
und, + wel p cine Primmabl Ht, p—2 meat g—S.V. me 


- 


* 


i a 
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Es wiirde sich, nachdem wir wissen, dass nur alternierende Funk- 
tionen in eine Primzahlpotenz erhoben einwertig werden kénnen, noch 
darum handeln, zu untersuchen, ob es Funktionen giebt, die, in eine 
Primzahlpotenz erhoben, zweiwertig werden. 

w sei mehrwertig, seine g*° Potenz sei zweiwertig; q modge eine 
Primzahl sein. Dann giebt es eine Cirkularsubstitution dritter Ord- 
nung 6=(%e%a,), die nicht in der Gruppe von w vorkommt, da diese 
ja nicht alle Substitutionen dieser Form enthalten kann, ohne die al- 
ternierende Gruppe zu werden (§ 35). Es sei also w, + #,, aber 


Pol =o =5,+8,.V 4, 
da w? als zweiwertige Funktion unter dem Einflusse einer Cirkular- 
substitution dritter Ordnung ungeindert bleibt. Es wird daher, wenn 
@ eine von 1 verschiedene und also primitive g* Einheitswurzel be- 
zeichnet, Vo =O, 
werden. Wendet man auf diese Gleichung die Substitutionen o und 
6” an und bedenkt, dass 6? =1 und y,:= y, ist, so folgt 
Yor= Oc, 
UV, = 0 Yo25 
durch die Multiplikation dieser drei Gleichungen und Wegheben der 
Funktionalwerte ergiebt sich w'=1 und q—3. 
Wenn wir »>4 voraussetzen, dann kommen in der Gruppe von 
w auch nicht alle Cirkularsubstitutionen fiinfter Ordnung vor (zweites 
Kapitel Lehrsatz X). Ist + eine der nicht vorkommenden, so wird 


ey, eae eA 
Uc7 4, sein, dagegen a eae 0, 

und daher, wenn unter w eine von 1 verschiedene g* Hinheitswurzel 

verstanden wird, b= DY,. 


Genau wie oben folgt hieraus, da r°=1 ist, 
Ye= Or, Wr =0 Yr, Y= OY, WY, =O, 
und durch Multiplikation °=1, ¢=5. 

Dies widerspricht dem ersten Resultate. Also kann nicht 
- grésser als 4 sein. 

Lehrsatz XVII. Ist n>4, so giebt es keine mehrwertige 
Funktion, von der eine Potenz zweiwertig wiirde, falls unter 
ihren Elementen x keine Beziehungen bestehen. 

§ 60. Wir fiihren diese Untersuchungen dadurch zum Abschluss, 
dass wir fiir »<4 nach der Hxistenz von Funktionen der angegebenen 
Kigentiimlichkeit fragen. 


Netto, Substitutionentheorie. 5 
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Der Fall n=2 erledigt sich von selbst. 

Fiir »—3 nehmen wir eine systematische Aufsuchung etwa vor- 
handener Funktionen derart vor, dass wir zuerst den Typus 

Py = OH" + BL.” + YX” 
zu Grunde legen und versuchen, «, 8, y und + derart zu wahlen, 
dass den Forderungen gentigt wird. Wir benutzen dabei den Umstand, 
dass ein 6 =(«,a)2,) den Wert g; =a, (@*=1) aus g, hervorrutt. 
Es wiirde also 
Po = UL," + BL,” + 7X! =o (aH," + BX" + 723’), 


y=aa, P=ovy=—o'a, «c—op—ay—o' a=—a. 


Diese drei Gleichungen sind fiir jedes a erfiillbar; sei «=1, so wird 
p= 2," + wx," + 02," 
eine Funktion der verlangten Art. Dies zeigt auch die wirkliche Aus- 
rechnung. 
Hs ergiebt sich 
s 3 » Bi n or orp rm 3 2ryr 2r 2 i 
p= (a9 ag?” + 5") + 62479" a" — F (Hy? Wy! + Hy?" Hg + Le" Hs” +...) 
Seay V—3 (Gy? 2? — 0,70 ag" + he". — 90,97 a," + Hs Es — gs ge 
Fiir *=1 erhailt man eine Vereinfachung dadurch, dass die letzte 
Klammer den Wert 


V4=(@—%) (x, — 3) (#2 — Xs) 
erlangt, wahrend sie im allgemeinen Falle nur eine rationale Funk- 
tion von V4 ist. Setzt man, wie es friiher geschah, 
Uy Thy bly Cy, Hy Hy + Wy%y + XyX,— Cy, Uy Wy %y—= Cy, 
so wird fir r=1 
p = + (— 262+ 9e,¢,— 27g +3V— 32). 

Es sei jetzt n=4. 

Dass eine Funktion vom Typus ewa,”+ Ba,” + yay” +0a,", welche 
in jedem Summanden nur eine Wurzel enthalt, nicht der Bedingung 
gentigen kann, ftir o=(v,,”;) den Faktor o anzunehmen, ist er- 
sichtlich. 

Wir versuchen, ob wir bei Funktionen von der Form 

Py = HH," He” + B LQ" Wy + Y Uy" Ly" + Uy" (0, 4," + By Ly" + 7, Hq”) 
zum iele kommen kénnen. Hier enthilt jeder Summand zwei der 
vier Wurzeln. Sollte sich auch bei diesem Typus die Unmiéglichkeit 
herausstellen, dass die Kinwirkung von o=(a,a, 23) den Faktor 
Weld 8 , 
ir. 2 


a) hervorruft, so miissten wir zu neuen Funktionenformen 
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_und zwar zu immer komplizierteren tibergehen. Wir werden aber 


schon hier ein positives Resultat erhalten’, und zwar schon fiir r= 1. 


ABS Po = OC LyL, + B Ls hy + Y Hy Hy + Ly (0% + Bi Xs + 7,2,); 
und aus 9, =@q, folgt die Reihe der Bedingungen: 
y=ao, B=yo=-aa, «=—pa=yo =a w’, 
W1=%0, B=y,9=—a,0°, 4,—po=7,0?=«,0°%, 
welche simtlich fiir o* 1 erfiillbar sind. Folglich ist 
Pi = & (L,Hy + HH + 0H, L,) + Oy (4, L,+ 07 Ly Ly + L554). 
Es muss aber auch t=(%,%,x,) die Funktion g, in gy tiberfihren, 
derart, dass wy, gleich dem Produkte aus ¢, und einer dritten Einheits- 
wurzel ist, da g,°=g,*. Ob diese gleich @, w* oder * werden wird, 
lasst sich a priori nicht bestimmen. Man hat 
Qr= OL L, 4+ 0,0 4,%,+6,0,2,4+4,(oa2,+ 07 a4,+ O4,7;). 
Die Glieder aus y, und @,, welche 2,Z, enthalten, sind beziiglich 
Ee Fah Se ae ee Pe 
soll g, mit emer dritten Hinheitswurzel multipiziert gy, werden, so 
muss diese daher w* sein. Dann folgen weiter aus 
Pr= 0H 
durch Vergleichung der Koefficienten von 2,7, 
a=(¢,07)o? =a,0, o,=—ao, 
also zwei, aber zwei miteinander iibereinstimmende Beziehungen. Die- 
selben wiederholen‘sich bei den iibrigen Koefficienten, und man findet 
daher, wenn man nach  anordnet und den Faktor « gleich 1 setzt 
Py = (HL + Ly%4) + (414 + Lz 04) + w (L1H, + LD). 
Es ist dies eine Kombination der drei Werte einer friiher gefundenen 
Ausnahmefunktion mit der Gruppe 
G=[1, (22) @5%4), (4.25) (HoH), (41%) G2 %s)I.- 
Dass g,° zweiwertig ist, erkennt man, wenn man 
Lyty Tt Ughy= Yi, LyXy + Ly¥y= Ys, Ly Ly 1 Lz %3—= Ys 
setzt. Dann stimmt » mit dem fiir »=3 abgeleiteten Ausdrucke 
tiberein; und da ¥,, ¥, y; die Wurzeln von 
Y> — 69° + (Gls — 46) ¥ — (4° — 40, + 6”) =0 
sind, wo die ¢ die Koefficienten der Gleichung mit den Wurzeln x, 
Zp, L, “, bedeuten (§ 52), so kénnen wir den oben fiir »=3 abgelei- 


_ teten Ausdruck sofort in eine zweiwertige Funktion der vier 7,, 7, 


4, £, tibersetzen, da, gleichfalls nach $52, die Beziehung 4,— 4, gilt. 


to) 
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Viertes Kapitel. 


Transitivitit und Primitivitit. Einfache und zusammen- 
gesetzte Gruppen. Isomorfismus. 


§ 61. Wir haben in diesem Kapitel vier Haupteigenschaften von 
Substitutionengruppen zu besprechen. Die erste derselben kniipft an 
die Frage an, ob die Elemente, welche in die Gruppe eingehen, mit 
einander so in Verbindung stehen, dass ein jedes Element durch 
jedes andere ersetzt werden kann, oder nicht. Es wird z. B. von den 


Funktionen 
LiFe fae, WON. eo Teds 


die erste fiir gewisse Substitutionen ungeiindert bleiben, welche auf 2, 
folgen lassen x, oder x, oder %,; die zweite dagegen wird bei keimer 
Substitution ungeindert bleiben, welche x, oder x, auf x, folgen lasst. 
Wir definieren: eine Gruppe heisst transitiv, wenn ihre Substitutio- 
nen es gestatten, auf ein beliebiges Element x, jedes andere Element 
Ly, Lz... folgen zu lassen. Daraus ergiebt sich, dass man auf jedes 
beliebige Element %; jedes beliebige andere folgen lassen kann, nam- 
lich durch die Aufeinanderfolge der inversen Substitution s~! yon 
s=(a,%;...)... und der direkten t= (#,2,...)... Solche Gruppen, welche 
die angegebene Higenschaft nicht besitzen, heissen intransitiv. Es 
ist von den beiden Gruppen (den obigen Funktionen entsprechend) 

G =[L, (@y My) (a4), (Xs) (Xe), (41 24) (2 %5)], 

G,=[1, 42) (#5 %4)] 
die erste transitiv, die zweite intransitiv. 

Fiir Funktionen gelten dieselben Bezeichnungen, transitiv respek- 
tive intransitiv, wie fiir ihre Gruppen. 

Die Elemente einer intransitiven Gruppe teilen sich demnach 
in Systeme von transitiv zusammenhiingenden Elementen. So mige 
es in einer vorgelegten Gruppe Substitutionen geben, welche «,, 
Hy, ++. %q untereinander verbinden; andere, welche 241, ... %a+» ver- 
binden u.s.w., aber keine, die auf 2, etwa 241, ... folgen lassen, 
also ein aj(A<a@) und ein 2,(u>a) in einem Cyklus haben. Die 
Maximalanzahl der Substitutionen der einzelnen Systeme ist a! bez. 
b!,... und daher die Maximalanzahl derjenigen der intransitiven Gruppe 
bei vorgeschriebenem a, b,... gleich a! b! ... Ist nur n gegeben, 
so steht von a, b,... lediglich fest, dass a+b+ ... =n sei. Dann | 
ergiebt sich die Maximalanzahl der Substitutionen einer intransitiven 
Gruppe aus den Gleichungen 


—— 
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(n—1)! 1! = -(n—2)!21>(n—2)121, n>8B, 


(n—2)!21— "=". (n_3)1B1>(m—3)181, >5, 


(atb+ce+d...)!>(a+b)!(e+d+...)!>alble!... 
Lehrsatz I. Die Maximalzahlen fiir die Ordnungen intran- 
sitiver Gruppen sind 
(n—1)!, $(m—1)!; (n—2)!2!, (n—2)!; (n—3)!3!, (n—3)! 21; ... 


Hier beziehen sich die beiden ersten Ordnungszahlen auf die symme- 
trische und die alternierende Gruppe von (n —1) Elementen; die dritte 
auf die Kombination der symmetrischen Gruppen von (m—2) und 
von 2 Elementen; die vierte kann entweder bei der Kombination der 
alternierenden Gruppe von (m—2) und der symmetrischen von 2 Ele- 
menten auftreten, oder bei der symmetrischen Gruppe von (n— 2) Ele- 
menten, indem die beiden iibrigen Elemente sich gar nicht an der 
Bildung von Substitutionen beteiligen u. s. f. 

Die Konstruktion intransitiver Gruppen aus transitiven kann in 
ihrer Alloemeinheit erst spaiter (§ 90) angegeben werden. 


§ 62. Wir wollen jetzt die Substitutionen einer transitiven Gruppe 
in eine Tabelle einordnen. Die erste Zeile enthalte alle diejenigen 
Substitutionen, welche das Element %, ungeindert lassen und nur 


_ diese, und jede nur ein einziges Mal: 


Fas ee 
Dem Begriffe der Transitivitit gemiss giebt es eine Substitution 6,, 
welche auf z, das Element xz, folgen lisst. Wir bilden als zweite 


Zeile unserer Tabelle 


ARE A PR pe OD 


2) 
und beweisen: 1) alle Substitutionen derselben enthalten die Folge 
@,%,; denn s, lisst «, ungeiindert, o, fiihrt w, in 2, tiber, also wird 
826, auch #, in 2%, tiberfiihren; 2) alle Substitutionen, welche 2, auf 
z, folgen lassen, sind in dieser Zeile enthalten; denn ist t eine solche, 
so wird 16,—! das Element %, nicht indern und daher gleich s, sein; 
zt muss —s,9, werden; 3) alle Substitutionen dieser Zeile sind von 
einander verschieden, da aus s,6,—5;6, durch rechtsseitige Multipli- 
kation mit o,—1! folgen wiirde s~—sg; 4) die Substitutionen dieser 
Zeile sind von denen der ersteren verschieden, da diese x, ungeiindert 


lassen, jene nicht. 


/ 


TO Bee Adeche There der Sahtitationen und der ganven Fanktionen, na 


Wr wihlen weiter. eine Shbstitation @, die a in a, tberfi 
ea Wen wR 
a ee, oe ee 


Darr Keer Sch wor dieser dvitten Zeile dieselben Eigenschaften 
machweikan, wie ror der gweiten, Wir f&hren so fort, bis durch 
m Getler alle Qabstitationen der Grappe aafebrancht sind. So er 
rama wir: J 
hearts I [st » die Anzahl derjenigen Substitutionen 
einer transitiren Grappe, welche ein Element a nicht am~ 
stellen, so ist die Ordaang ¢ der Grappe gleich mx, also ein | 
Vielfaches rom Grade der Grappe. 

Riwe Richt ersichtliche Hnweiteramg dieses Satzes ist folgende: 
@asats, Sind 4. 2, &,.. willkirliche Elemente einer 
Grappe G, ist m Ge Ansahl der Stellen, in welche die Sub- 
stitationen vor © die Elemente a, ao, a... Uberfthren, er 
Sie Ordaang derjenigen Untergrappe von G, welche Key My 
ys Richt amsetet, so ist y die Ordnang von @ gleich mor, 
 Drawcht nicht transitiv oe seiny der Beweis engiebt sich ver. 
mitekt der Biddang einer Tabelle, bei der die Substitutionen jeder. 
Sineeheen Zaile 2, 2, a... a Glicher Weise umsetzen, —r 5 
$ S__ Dde m udstitationen, welche 2, nicht umsetzen, bilden. 
ane Gragpe ©, welche in @ enthalten ist Diejenige Untergrappe 
wor G, welthe das Rlement nicht enthalt, heisse G us f bis sur. 
Uninrgragpe G., welbhe 2, nicht amstellé, = 
ARe Gese Grappen sind eimander Shalich, denn man hat, 

Be SG... Gievelbe Bedeutang haben wie hn vorigen Parag 
GG QT = GE = = GO "Sy 
Bs Sad also alle ©, wie G,, von der Ordmang ey and wem wir mit. 
(@) Ge Ansahl deqenigen Sadstitationen von @, bezeichnen, welche: 
gene ¢ Blemente umstellen, die Sbrigen »—1—¢ aber nicht ent 
halten, so st [@] avch die emisprechende Zahl fir jede der anderen 
&, @y... @. Avs der Bedea des bols [e] folgt — 

damn als Wentitit =< oS ee 


Ce . 


N< 
= 
« 


mae U+h—24...404+..40, - 9 
wobsi [0] = 1 Ist GG, ... Gy besitoen demnach inagesamt x fn— 1] | 


Nadstitationan, welche »— 1 Blemente umstellen;y alle diese sind von 
emander verschieden, da keine Substitation aus Gs, welche nar ay 
macht wmsetet, in ingend einer anderen Gruppe @, vorkommen k mn, 


oe 
Ss 


ae Sate 
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_ Anders ist es mit den Substitutionen, welche genau »—2 Elemente 


umstellen: bleiben in einer Substitution x, und vg ungeiindert, so kommt 
sie sowohl in G, unter den [n—2] vor, als auch in Gg. Hier wird 


also jede Substitution von den [1 —2] vorhandenen doppelt gerechnet, 


. 


und in G giebt es nur 3 [7 — 2} verschiedene Substitutionen, welche 


genau ~—2 Elemente umstellen. Ebenso kommt jede der n[q] Sub- 


stitutionen von g Elementen, welche in G,, G,,... G, auftreten und 
also n—gq Elemente ungeindert lassen, in »—q verschiedenen von 


' diesen Gruppen vor und ist also bei allen [gq] Substitutionen in Ge. 


G,,...G, gerade (n—q) mal gezahlt; folglich existieren in G nur 


eres. [q| Substitutionen, die genau q Elemente umstellen. Somit ist 
nm—q : 


_ die Anzahl aller Substitutionen in G, welche weniger als » Elemente 


umstellen, 


n 
1 


Zieht man diese Zah] yon derjenigen aller in G enthaltenen Substitu- 


fe—1+ Fim 2) +... lal tet 7 10) 


n 


_tionen ab, so bleibt die Anzahl derjenigen Substitutionen zuriick, 


welche alle » Elemente umstellen. Nun ist nach dem zweiten Lehr- 


emiee r=m.n=—n[n—1]+n[n—2]+...4+n[g]4+...4+n[0], 
also ist die gesuchte Differenz gleich 


n([n—2]4 3-3] +...4° 2" gl 4... (01). 


Keiner der Summanden in der Klammer ist negativ, der letzte wird 


_ wegen [0]=1 gleich £ at also ist diese Anzahl >n—1. 


a 
S 
4 
c 
Z 
vi 
a 
ie: 


n 
Lehrsatz III. Jede transitive Gruppe hat mindestens n—1 
Substitutionen, welche alle m Elemente umsetzen. Giebt es 
mehr als n—1 derartige Substitutionen in der transitiven 
Gruppe, so besitzt dieselbe auch solche, welche weniger als 
(n—1) Elemente umsetzen* 
§ 64. Wir betrachten eine zweite Gruppe n*" Grades G'; diese 


habe mit ( alle die Substitutionen gemeinsam, durch welche simtliche 


n Elemente umgesetzt werden. G!' sei gleichzeitig von méglichst 


niedriger Ordnung; dann ist jede Substitution von G' auch in G 
-enthalten. G’ sei endlich auch transitiv; dann gilt der obige Lehrsatz 


* C. Jordan: Liouville Journal (2). XVII p. 351. 


x 


TS Pater Asch Theorie dar Sabetitationen wad der gaaven Fanktionen, 


wack ran tke, wad es Wt die Ansahl der Sabstitationen in dhr, 
alle Bement: emsatren, 


. oo a—@-1 »—1 
«(Stas fear ort SS) 


fs ig] Rr &" Keselbe Bedeatang hat, wie [¢] fir G Der An- 
mahme mach sthamt diese Jah] mit der oben Shnakch gebildeten tiber- 
ein Man hat abo 
3{—2]—l— 2h} +3 tie—3]—P— ST} 4+. 
+S lB 
Da G" gane im & enthalien ist, so kann keine der geschweiften Klam- 7 
amar Regaiir sen; ako Sid Se Ghatlich gleich Nall. 
Lebrats VIL Stimmen gwei transitive Grappen in den- 
Jenigen Sabstitationen Wherein, welche alle Elemente um- 
seteean, so WSanen sie sith Sherhaupt nar in denjenigen Sub- 
stitationern ron einander anterscheiden, welche nar Ein Ele- 
ment angeSadert lassen, 


S$ GK Bie Granpe heisst b-fach transitiv, wean ihre Substi- 
Sabionn es atharten, & beliehige Hlemente aaf  gegebene folgen gu 
lass, Damn heme man, wie Sch leicht zeigt, auf & beliebige Ble- 
wrante # deliedige andere Felgen Lassen, Nawirlich ist hierin der Fall 
Wageschlossen, das ahige der Elemente ihre Piitve nicht Sndern sollen. 
So mass as In her Wierfech transitiven Grappe Sabstitudionen geben, 
welche a, wad a eagedtadert lesen, a, durch a, und a, durch a e& 
wotvan; die Sahbshitationen miissan die Form haben ()(@) (Qa) Gay, 
wo Wher Ge Verbingang ader das Vorkommen der Elemente By Roy oe 
keine weiter Bedingangen bestehen. Hbhenso muss diese Grappe 
wine Sabstitation enthalten, welche a, a), 4%, ungeindert kf 
Ges that «. B Ge Neantische Subdstitation 1, 

War haben im awetten Kapitel § ST eine mweifkch transitive @ App 
@es Grades 5 wad der Oninang 20 gefunden. Sis wards ures aie 
bation der bellen Substitationen s= (@.4,.4,.4,4,) und om (Ht 
gehildet, wad man Therseagt sich leicht, dass wirklich die Ube 
Feder Rombination «,, « In jede andere &, 23 durch eine und auch 

Dreifkeh Saath Ao ere ae 
menton, Fordert man etwa eine Substitution derselben, best 
geiadert lassen and aaa, und a, respektive Xe, & folgea lesnen 
S wind s= (4.8.4) der Fonderang geniigen, da diese Substitution a 


— 
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. Gen gorshons Swab von Sransypwitionen maaamengests ith, Vier 
(he trantitn dagegen io Giese Gragye vith, tome wok mitshe te 
Gwe Dion onttnalten, wae Dy, Vag Vy, Dy 0 gy Yay Vy Yep VE 
wank, Ves timate war 6=—(¢,4,) vin; tas geiort oer with bez 
sermcenten Groyye oH. 
Ailgemtines “imnen wis vewdim, dase die alternierende 
Graype von « Vlementen (n—2)4ach transitiy sei. Denn ba 
den torte Ge Vrombtivi ohantten Yorhcrungen then extywoher 
h~2, Aa n—1, Aes Be n Demente wit, Sen extoron Valle komen 
| hie béihen wartkicivenicn Wemene 1a Gner Vransyrioom 1 vE- 
 tonden werden, vA wenn 6 One tistitetion it, wathe den n—2 
Vorteremgen genta, 0 Ue out ov, Gue bes veiben Dubpstita- 
tomen gpiots tees wt wWerivsonbrn Grogye, 
titten tagygen im wadton Yale w—1 Wesnente in bon Vorde- 
rengen wih, 09 iho Grtivn, wom man te mw Ofdes wsammen 


tien ta Dennen regtenticrs ww Y Agen ob ADA wm ¥ oxberongen; 
99 Ae tes 908 bon V orherangyn but gains Sneimbagyse 


NG wen in vaca Yale Gne wngetlinvne tebe out, #9 oun 
nen often te Yortcrouugen, te Gre besviyen gliirt box aysiie 
sonben Groyye on (nwt hayes \Aareate IS), 

Bile « Wenexte nlite ommen wor dann in den n—2 Vorbe 
rengen votxnnsnen, wenn Cts, wwe ump Beihen hervor- 
rule Ses keon man von Ges vthen ontwehes yhe fr sith 
tle mn, ts wan kien te wmebnanhes whiten wnt in ene Bam 
eer waste, Visthe Gusdittinen often Ge Yorderongen; 
hie Gua terion goiter bes Derivsonien Groyye wm, genaan Wie 
Geen. Wie dersicronbe Grape von 0 Vementen ih aso minhestens 
(4-2) Boa wandtir; (n—1)4ath transits ‘ann tie witht win, & 


WA Fy—4 jn FZ, hotter. 

- CO. It OC Gre bade vanities Gragye, » wird dicyenige 
Ustergragye G vom G, wits 1, vity enti, (bh —1)-tath transition; 
tty Usexgregye GF 00 OC, wine t, with, ently, (y— 2) ade 
trantiin sia, 0.4.0, Clit wird tie Gruppe G*~”, wate %,, Ly 
ty, vib, obit, Gaal, rmmiiin wethen, Werke man nun den 


a 


thith, Gre wy bivene tine, Denn Gn gyhissents Opss pie 


te kine Gantihetion oni, wht 0, By, .+- ta» wnsglaaier Naset 


ee ee Se ee) eee Po a ee a an C3 “a 
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Lehrsatz II) der Reihe nach auf Gé—»,... G", G', @ an, so erhalt 
man den 

Lehrsatz V. Die Ordnung » einer k-fach transitiven Gruppe 
ist gleich n(m—1)(n—2)...(n—k+1).m, wo m die Ordnung 
einer Untergruppe angiebt, welche & Elemente ungeandert 
lisst. — Die Gruppe besitzt Substitutionen, welche genau x, 
solche, welche genau n—1,...n—k+1 Elemente umsetzen 
(Lehrsatz II). 

§ 67. Diejenigen Substitutionen einer k-fach transitiven Grappe 
G, welche niichst der identischen Substitution 1 miglhchst wenige 
Elemente umfassen, mdgen genau g derselben umsetzen. Es fragt sich, 
ob zwischen den beiden Zahlen & und g irgend ein Zusammenhang be- 
steht. Zuerst sei k>q, und s ee der Substitutionen geringster Ele- 
mentenzahl; ihre Form sei s=(2,2,...)...(...%—1%,). Dann giebt es 
wegen der k-fachen Transitivitit von G eine Substitution, welehe den 
q<k Bedingungen gentigt ‘ 

PET Me. oc Mya Bolle Ii: Se ae Ss a 
iibergehen. 6 =(2,) (@)...(@j—1) (@y2@x-..) sel eme von den Substita- 
tionen der Gruppe G, welche diese Forderungen erfiillen. Dann ist 

6-66 =(% S55) Sc Rae, 
(a—156)s—* = (@,— 142%) 
Da diese Substitution nur drei Elemente enthalt, so kamm g¢ nicht 
grésser sein als 3, falls es klemer als & oder gleich & ist. 

Mége zweitens kK<g und s=(@,2...)...(... aime...) -.- (2-2) 
eine derjenigen Substitutionen sem, welche méglichst wenige Elemente 
enthalten. Wir wihlen ein 

6 = (%,) (%) ..- (@e—1) (@aaee..), 
was wegen der /-fachen Transitivitét méglich ist, und nehmen hier 
fiir x, ein Element, welches schon in s vorkommft; auch dies ist még- 
lich, da q mindestens gleich +1 ist. Dann wird die Transformierte 
von s durch 6 
O1S6 m= (HS, 4.) 5 lecy eee ieee ee 


sein; sie kann also héchstens g—* neue Elemente gegen s enthalten, 
da beide Substitutionen in den ersten K—1 Elementen mit emander 
tibereinstimmen und das /* der zweiten in der ersten Substitution 
vorkommt. In dem Produkte (6—'se).s—! fallen fermer die ersten 
k—2 Elemente fort, so dass in demselben hichstens noch 


q+ (q—k)—(K—2)=2¢—2k +2 
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vorkommen. Der Voraussetzung nach darf diese Zahl nicht kleiner 


sein als g, d.h. es wird 

q22k—2, 
weil sonst das Produkt (o—1s0).s~! weniger als g Elemente enthielte, 
was der Annahme iiber s entgegen ist. Wir sehen also: 

Lehrsatz VI. Hat eine k-fach transitive Gruppe Substitu- 
tionen von weniger als 2k—2 Hlementen, welche von s,—1 
verschieden sind, so besitzt sie auch Substitutionen von 
héchstens drei Elementen. 

Htwas Wesentliches sagt der Satz VI) nur fiir k>2 aus. In die- 
sem Falle kénnen wir unter Vorwegnahme der Resultate des folgen- 
den Paragraphen den Zusatz machen: 

Zusatz. Hnthialt eine k-fach transitive Gruppe (k> 2) Sub- 
stitutionen, die von der Hinheit verschieden sind und nicht 
mehr als 2k —2 Elemente umstellen, so ist sie alternierend 
oder symmetrisch. 


Hiermit kombinieren wir die Schlussbemerkung vom Lehrsatz V ). 


Ist G k-fach transitiv, so enthalt es Substitutionen von n—k+1 


Spur 


Elementen; es ist also g<nu—k+1. Wenn G weder alternierend 
noch symmetrisch ist, wird g >2k—2. Dann ist alson—k+1>2k—2 
n+3 


Lehrsatz VII. Ist eine Gruppe des Grades n weder alter- 


nierend noch symmetrisch, so kann sie héchstens @ + 1)-fach 
transitiv sein. 

§ 68. Lehrsatz VIII. Enthalt eine zwei- oder mehrfach 
transitive Gruppe eine Cirkularsubstitution von drei Ele- 
menten, so enthilt sie die alternierende Gruppe. 

Hs sei s=(%,%%;) die vorkommende Substitution von drei Ele- 
menten. Da G mindestens zweifach transitiv ist, so giebt es eine Sub- 
stitution 6 = (5) (#,%,%,...), folglich auch 

C= Cet 8G == (2.00), TC 18e = (0, 0, 0,); 
ebenso existieren dann 
(@, Heyy), (X,UyXy), - 
und aus § 35 folgt die Richtigkeit unseres Satzes. 

Lehrsatz IX. Enthilt eine zwei- oder mehrfach transitive 
Gruppe eine Transposition, so ist sie symmetrisch. Der Be- 
weis ist dem eben gefiihrten ‘hnlich. 
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Bei einfacher Transitivitiit gelten die Siitze VIT) und IX) nur unter 
gewissen Hinschriinkungen. Folgende Beispiele mégen dies zeigen: 

Gy = [Ly (%%e) sy), 1%) (MX), (MWe) (ay Xs), (1%), (3X4), 

(2p yXy), (Cy %y Xs), 

Gy = { 1, (® yy %), (ys ye), (Wy esq), (Mp Wy My Ag My Uy Ly Xs) } 
Transitiy sind beide Gruppen. Die erste von ihnen enthiilt eine Sub- 
stitution von zwei Elementen, ohne symmetrisch, die zweite G, eine 
soleche von drei Elementen, ohne alternierend zu sein. Der Beweis 
fiir die erste Behauptung folgt aus der Betrachtung der vollstindig 
niedergeschriebenen Gruppe. 


§$ 69. Einen Beweis fiir die letzte Behauptung und eine Erkla- 
rung dieser Ausnahmen kénnen wir folgendermassen geben. Wahlen 
wir nach Belieben zwei oder mehrere Substitutionen zwischen » Ele- 
menten aus, so ist es als sehr wahrscheinlich anzusehen, dass die 
Gruppe geringster Ordnung, welche diese Substitutionen umfasst, die 
symmetrische Gruppe der » Elemente werden wird, oder etwa auch 
die alternierende. Denn wenn die Substitutionen ganz willkiirlich ge- 
wihlt sind, so werden im allgemeinen keine derartigen speziellen Be- 
ziehungen zwischen ihnen bestehen, dass durch alle méglichen Kom- 
binationen unter ihnen nur ein Teil aller x! Substitutionen gebildet 
wiirde. Am naheliegendsten ist es noch, anzunehmen, dass die Sub- 
stitutionen, welche herausgegriffen sind, siimtlich aus je einer geraden 
Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt wiiren; dann gelangte 
man zur alternierenden Gruppe. 

Im allgemeinen kénnen wir daher jede transitive Gruppe, die 


nicht symmetrisch oder alternierend ist, und jede intransitive Gruppe, 


welche nicht aus .alternierenden oder symmetrischen Teilen besteht, 
als Ausnahme ansehen. Diese erkliirt sich dann so, dass unter den 


Substitutionen, welche die Gruppe bestimmen, ganz spezielle Beziehun-— 
gen stattfinden, durch welche der Kreis der durch Kombination zu er-— 


zeugenden Substitutionen ein engerer wird. 
Derartige Beziehungen finden bei den obigen beiden Gruppen 
statt, und auf sie hahen wir unsere Aufmerksamkeit zu richten. Bei 


G,, wie bei G, kommen niimlich gewisse Systemeinteilungen unter den- 


Elementen vor, so dass jede Substitution, welche ein Element eines 
solchen Elementensystems in eins eines anderen Elementensystems tiber- 
fiihrt, gleichzeitig alle Elemente des ersten in alle Elemente des anderen 
Systems umwandelt, Hs bilden in G@, die drei Klemententripel x, 2, 3, 
ferner 24, v5, x, endlich x,, &,, xy je ein solches System. Liisst eine 
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Substitution x, auf x, folgen, so wird sie z, und x; in “, und a, oder in 


_ #, und #; tibergehen lassen; lasst eine Substitution «, ungeiindert, so 


| Wo, 4, Ze, oder drei Systeme von je zwei Elementen z,, 2,, dann 2, 2; 


aan Ns 


kann sie nur Z, und # ungeiindert lassen oder untereinander vertauschen. 
In der ersten Gruppe G, bilden z, und z, ein solches System und @,, x, 
das zweite. Jede Substitution dieser Gruppen kann somit dadurch gebil- 
det werden, dass man zuerst die Systeme in gewisser Weise unterein- 
ander vertauscht und dann die Elemente jedes einzelnen Systems unter 
sich umsetzt. Es kann G, demnach nicht die Substitution (x, 7) (7,7,) 
enthalten; G, ist daher nicht alternierend. 

Diese Verhiltnisse betrachten wir eingehender. 

§ 70. Eine einfach transitive Gruppe heisst imprimitiv, 
wenn ihre Elemente in Systeme von gleich vielen Lettern x, derart 
eingeteilt werden kénnen, dass alle Substitutionen der Gruppe die Ele- 
mente eines Systems immer wieder nur durch alle Elemente desselben 
oder eines und desselben anderen Systems ersetzen. Die Substitutionen 
der Gruppe kénnen also derart ausgefiihrt werden, dass man zuerst 
nur Systemvertauschungen vornimmt, und dann nur Elementenvertau- 
schungen innerhalb jedes einzelnen Systems zulisst. 

Ist eme einfach transitive Gruppe nicht imprimitiv, so moge sie 
primitiv heissen. 

Die Potenzen einer Cirkularsubstitution eines Primzahlgrades (oder 
was dasselbe ist, emer Primzahlordnung) bilden eine primitive Gruppe. 

Die Potenzen einer Cirkularsubstitution von zusammengesetztem 
Grade bilden eine imprimitive Gruppe. Die Systeme der Elemente 
kénnen hierbei stets auf mehrere verschiedene Weisen gewihlt wer- 
den. So kann man bei 

G=[1, (G,%_%3%45Xq), (11X35) (Ly L4Le), (a, Ls) (Lz) (aXe), 
(1 %5Xy) (Lp% 4X5), (Ly Lp %p% 423 Xp) 
entweder zwei Systeme von je drei Elementen bilden 2,, 2, 7; und 
und endlich x, z,. Es gilt hier der Satz, dessen Beweis wir seiner 
Kinfachheit halber iibergehen kénnen: 

Lehrsatz X. Ist bei einer imprimitiven Gruppe die Hin- 

teilung der Elemente in Systeme auf zweierlei Art méglich, 


so kann man eine dritte Kinteilung dadurch herleiten, dass 


man alle Elemente, welche ein System der ersten mit einem 


Systeme der zweiten Hinteilung gemeinsam hat, zu einem 
neuen Systeme der dritten Hinteilung vereinigt. 


Zu beachten ist dabei nur, dass ein einziges Klement kein Sy- 


stem in unserem Sinne zu konstituieren im Stande ist. 


a4 X 
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§ 71. Wir kénnen die Substitutionen einer imprimitiven Gruppe 
folgendermassen in eine Tabelle einreihen. Die erste Zeile enthiilt 
alle und nur diejenigen Substitutionen, welche die einzelnen Systeme 
ungeiindert lassen und also nur die Elemente innerhalb eines jeden 
Systems vertauschen diirfen. (Je nach der Wahl der zu Grunde ge- 
legten Hinteilung in Systeme kann diese Zeile verschieden ausfallen.) 

Wir bezeichnen die darin vorkommenden Substitutionen durch 

Sj == Le Spee eee Sees 
Dem Begriffe der Transitivitit gemiss (denn Primitivitiit und Impri- 
mitivitit bestehen nur bei einfach transitiven Gruppen) giebt es eime 
Substitution o,, welche ein Element eines Systems in ein solches eines 
andern und damit die Systeme tiberhaupt in gewisser Art untereinander 
yertauscht. Wir bilden als zweite Zeile 

65.5 Sn On. San rel See Oe 
und beweisen: 1) alle Substitutionen dieser zweiten Zeile lassen die 
Systeme in derselben Weise aufeinander folgen wie 6,; denn jedes 
Sq lasst sie ja ungeiindert; 2) alle Substitutionen, welche die Systeme 
so aufeiander folgen lassen wie 6,, stehen in dieser Zeile; denn thut 
es tT, so wird +6,~' die Systeme nicht andern, demnach —s, sein 
und t wird =s_6,; 3) alle Substitutionen der zweiten Zeile sind von 
einander verschieden, und 4) von denen der ersten Zeile. 

Giebt es eine neve Substitution o,, welche eine andere Vertauschung 
der Systeme nach sich zieht, so giebt sie die Veranlassung zur Bil- 
dung einer dritten Zeile, von welcher sich dieselben Eigenschaften 
nachweisen lassen u. s. w. 


Lehrsatz XI. Besitzt die imprimitive Gruppe G eine Unter- 
gruppe G, von der Ordnung m, welche die einzelnen Systeme 
nicht untereinander vertauscht, so ist die Ordnung r yon @ 
gleich m.g. Dabei bedeutet qg einen Teiler von w!, u die An- 
zahl der Systeme. 


§ 72. Wir betrachten die Ordnung m von G, etwas genauer. Da 
G, kei Element eines Systems in ein Element eines anderen iiber- 
fiihren darf, so ist es intransitiv. Die Anzahl der einzelnen transitiv 
untereinander verbundenen Hlemente ist gleich der Anzahl der Ele- 
mente der Systeme, also fiir jedes a, dieselbe und zwar ein Teiler 
von ” Ks sei ¢ eine beliebige Substitution von G; dann bilden wir 

tit, 

Das Resultat ist eine Untergruppé von G, welche G, iihnlich ist und 
die Systeme nicht mit einander vertauscht; es ist also G, selbst. Be- 
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‘edie wir jet aus G, nur diejenigen Bestandtcile der Substitu- 
_tionen, weldse die Vlemente des ersten Systems der Imprimitivitat 
water staandos vertauschen, #0 bilden diese eine Gruppe H,; ebenso 
| wmbgen die Bestandteile der cinzelnen Substitutionen von G,, welche 
i hie Wemente des o” Systems dex Imprimitivitét enthalten, die Gruppe 
| Hi, Wilden. H, ond H, sind cimander thulich Deon wenn z', ein 
| YWlement des ersten, 2, ein Vlement des oc Systems der Imprimitivi- 
| ht ist, dann gicht os in dex transitiven Gruppe G cine Substitution ¢, 
| weiche 1% anf s', folgen Vest, und damit alle Elemente des o auf 
| hie des ersten Systems. t *G,t wandelt folglich die Bestandteile der 
- Substitationen v0n G, 0 um, dass die Groppe H, in H, transformiert 
wird. H, und H, #ind einander demnach Zhulich; die Ordnung des 
A bexeidhnen wir mit /- 
Viistieren pp Systeme der Smprimitivitat und daher » Gruppen 
H,, H,,--. h,, #9 wisd G, eine Untergruppe von 
P={H,, Hy, ... Hy} : 
werden, I hat die Ordaeng r'’; die Orduung von G, ist ein Teiler 
Lehreatz KIL Besitzt die nicht primitive Gruppe Gp 
Systeme dex Imsprimitivitat, so ist die Ordnung r von G ein 


Veiler von p! é ty. Die Ordnung einer imprimitiven Gruppe 


des Grades n hat ais Maximalzablen ihrer Ordnung 


2(23), 31(41), 
§ 73. Hinsichtlich der Konstroktion imprimitiver Gruppen koénnen 
folgendes avssagen. Wir wablen eine beliebige Gruppe von a: 
Plementen v',, 2',, 2',,---, weldbe H, heissen mogen; ihre Ordnung: 
gir’. Aus lag aadesen Systemen von Elementen v",, 2",, 0",, ..23 
Os DM, D 4,... werden wp —1 nene Gruppen H,, H,,... H, gebildet, 
ai Semtlicn dem H, thnlich sind. Endlich seien ‘5, Ae 
itationen vou H, und 
D=(H,, H,,--. Hy}. 
¢ Ordnung der intransitiven Gruppe T° ist rv 
Aus pw anderen Vlementen 9,, y, --- Yu 3 P jetzt weiter eine 
penciee 4 Seapsratde Gruppe K rile SE ihre Ordnung sei r,; ihre 
Bubstitutionen mogen t,, t,,..- tb, ScighedicaaDanns Sat 
G=({T,K} 
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eine intransitive Gruppe aus m+ Elementen. Wir wollen aber in 
dem Ausdrucke von G die Substitutionen von K symbolisch auffassen: 
Die Umstellung der Elemente y,, y,.-- Yu Soll durch die entsprechende 
Vertauschung der oberen Indices der 2’, #',,... v7"), 2", ... ersetat 
werden. Ist z. B. 
si;=1, 4= (YiYo¥s), 80 wird s\t,= (a! 0" 0",) (e',00"0!"5) ses) 

indem s’, =(x',) (a',) (w',) ... das Element x’, ungeindert lasst, ¢, aber 
den oberen Index verschiebt u. s. f.; ebenso wird fiir 

s',—=(a',a'ga's), s"s—=(@" 2"), t= (42), 

s',8"yt, = (a!,0",) (@!,a0",0',0") 
werden, wie leicht ersichtlich ist u. s. f. 

Unter dieser Voraussetzung wird G eine imprimitive Gruppe von 
n Blementen, die sich in w Systeme der Imprimitivitiit verteilen. Die 
Ordnung derselben ist r=r!".7,. 

Dies folgt daraus, dass 

een Blip. =[" 
wird, so dass es nur 7“ Substitutionen giebt, welche die Systeme 
nicht umstellen, und 7, verschiedene Systemfolgen, gemiss den 7, Sub- 
stitutionen % von K. 

Wenn umgekehrt eine imprimitive Gruppe gegeben ist, und 69 be- 
deutet eine Substitution derselben, so kann man aus uw neuen Klementen 
Yi Yoy ++» Yu eine Substitution ¢> konstruieren, welche die y so um- 
setzt, wie 69 die Systeme. Verfahrt man so bei allen Substitutionen 
der Gruppe, dann erhilt man, ein System ¢,, 4, ...; diese bilden eine 
transitive Gruppe. Alle 69t)—* lefern, symbolisch aufgefasst, Substi- 
tutionen, welche die Systeme nicht mehr vertauschen; sie bilden eine 
intransitive Gruppe I,, bei der die einzelnen Systeme intransitiver 
Elemente gleich gross sind. I, hat die Eigenschaft, sich bei der 
‘Operation ¢~'T, zu reproduzieren. Dies reicht hin, um von ihr aus— 
m G za gelangen. Die oben angegebene Konstruktion von I ist also 
nicht allgemein genug; doch sind in der nach jener Vorschrift kon- 
struierten Gruppe G alle imprimitiven Gruppen von x Elementen mit 
uw Systemen der Imprimitivitiit enthalten. 

§ 74. Jetzt wollen wir den Einfluss untersuchen, den die Primi- 
tivitit auf eime transitive Gruppe ausiibt. Wir kniipfen dabei an die 
Lehrsiitze VIII) und IX) dieses Kapitels an, indem wir, in gewissem 
Simne jene erweiternd, den Satz aufstellen: 

Lehrsatz XIII. Hnthilt eine primitive Gruppe eine der 
beiden Substitutionen 
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G=(#,%,%,) oder t=(&,%), 
so umfasst sie im ersten Falle die alternierende, im zweiten 
die symmetrische Gruppe. 


Wir werden diesen Satz als einen Spezialfall des folgenden an- 
sehen und beweisen: 

Lehrsatz XIV. Enthalt eine primitive Gruppe eine Cir- 
kularsubstitution s der Primzahlordnung p, so enthilt sie 
eine Reihe tihnlicher Substitutionen 

Sty $2) $3) +++ 82, +++ Sa—p41 
derart, dass s, die Elemente 2, 2, %3, -.. Zp—13 Zp+i—1 enthalt. 
Dabei kénnen 4, %,... a—1 beliebig gewahlt werden. 

Gemiiss Kapitel 2 Lehrsatz VI) und IX) erhalt man dann fiir 
p=2, 3 aus dem letzten Satze den dariiberstehenden. 

Wir wenden uns zum Beweise von Lehrsatz XIV). 

Die primitive Gruppe G soll eine Substitution s enthalten, welche 
durch einen einzigen Cyklus von der Primzahlordnung p gebildet wird. 
Wir transformieren s durch alle Substitutionen der Gruppe und er- 
halten dadurch eine Reihe ahnlicher Substitutionen s, s’, s",...s,... 
Diese setzen bereits alle Elemente von G miteinander in Verbindung, 
so dass" — {s, s',...s,...} transitiv ist. Denn wire dies nicht 
der Fall, dann mégen 2, ... x alle die Elemente sein, welché in H 
mit dem Hlemente x, verbunden auftreten, wihrend & ein neues Hle- 
ment sein soll. Transformiert man nun s, s’, s",... durch eine der 
Substitutionen, welche auf ein x, folgen lassen &,, so wird dadurch an 
Stelle von x, das neue Element & treten. Soll dies nicht mit den 
friiheren in Verbindung stehen, so miissen gleichzeitig alle 7,, x,.-. 7% 
durch neue Elemente &,, &,... & ersetzt werden. LErschépfen die x; 
und die & noch nicht alle vorhandenen Elemente derart, dass etwa 
noch ein 4, vorkommt, so giebt es eine Substitution, welche x, durch 
n, ersetzt; denn G ist transitiv. Transformiert man s, s’, s,... durch 
diese Substitution, so geht H in sich, alle x, gehen in neue Ele- 


mente iiber 7, 7,,-.. 1, Diese sind saimtlich von den & verschie- 


ou = 7. 


den; denn wire dies nicht der Fall, so wiirden mehr als & Ele- 
mieute 5, b, +++ Sr, Wi; Nay 46). durch s,s’, s",....m Verbmdang 
stehen; transformierte man nun durch den reciproken Wert einer 
Substitution, welche alle 2, in alle & iiberfiihrt, so wiirden die y,, 
Na, 4g,--. in Elemente umgewandelt werden, welche auch noch mit den 


a, in Verbindung stiinden; das ist nicht méglich. So kann man weiter- 


gehen und erkennt, dass aus unserer Annahme die Imprimitivitait von 


6 


Netto, Substitutionentheorie. 
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G folgen wtirde. Demnach hingen durch s, s’, s!’,... s®,... bereits 


alle Elemente der Gruppe zusammen. 

Wir greifen jetzt aus der Reihe s’, s", s'”,... eine Substitution 
heraus, welche einige Elemente mit s gemeinsam hat und andere neue 
mit Acne von s in Verbindung setzt. Nach der obigen Uberlegung 
giebt es derartige Substitutionen; s’ sei eine solche. Sollten nun in 
dem Cyklus von s’ mehrere neue Elemente auftreten, so kann man 
in einer passend gewihlten Potenz s’* zwei von diesen aufeinander 
folgen lassen. In s'~*ss'* wird dann, wie man leicht erkennt, das 
zweite der neuen Elemente und tiberhaupt jedes neue, welches auf ein 
anderes neues folgt, wegfallen; dagegen jedes neue, welches auf ein 
altes folgt, bleiben; die Transformierte s’—%ss'* hat somit auch noch 
neue Elemente mit denen von s in Verbindung gebracht, aber weniger 
als s'. Ist etwa 

g! = (Wy alg Lye Xe XoUyLy), $= (Wy %y Wel, %,XeX, Xo), 
so wird | 
1B (2) Wy La LoL Vale lets), S SS =| FW ee eae 


Enthalt die Transformierte noch immer mehr als ein neues Element, 
so kann man nach derselben Methode fortfahren, bis man auf eine 
Substitution gekommen ist, welche p—1 Elemente mit s gemeinsam 
hat und nur ein neues enthalt. Im obigen Beispiel wire zu nehmen 


bone (4; Lady) (Baad) (heats), 9st —— aes Lig, Ug He Bates 


(Hs ist hier absichtlich die Ordnung von s gleich 9 gewahlt worden, 
um zu zeigen, dass die Ordnung, wie unser Lehrsatz es voraussetzt, 
eine Primzahl sein muss. Denn ¢° zerfillt hier in drei Cyklen, und 
es hatte leicht eintreten kénnen, dass einige dieser Cyklen nur fremde, 
alle andern nur frtihere Elemente enthalten hitten; dann wiirde eine 
Transformation zu nichts gefiihrt haben.) 

s=s, mége die Elemente 2,, a, ... %p—i, Zp und die neu od 
struierte Substitution, welche s, heissen mag, die Elemente a, 2, ... Lp Sas 
%+41 enthalten. Man kann in derselben Weise weiter fortfahren, in- 
dem man eine neve Substitution bestimmt, welche mit den Ele- 
menten von s, oder s, neue verbindet. Es mége z. B. s', mit s, die 
p-—1 Elemente 2, 2, ...%)—1, % gemeinsam haben und das neue 
Element #,+. einftihren. Nimmt man dann s',* so, dass in dieser 
Potenz x, auf 4.2 folgt, und bildet man s!,—“s,s',@ » $0 wird in dieser 
Transformierten das Element a, weggefallen sein. Man erhiilt also 
wenn diese Substitution s, benannt wird, 


NRK 


SANT SE 
ea anne 


oy eet. 


af 


RoaN, ile) 


Ww 


NS, 


‘\ coe cee Ve 
ONS SRN, 


aks aale 
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s, mit den Elementen ,, 2, ... %p—13 Lp, 


ae ae) ” By Va, +++ Lp—15 Lp4+1, 
$30 999 ” yy Ley ++» Lp—15 Lp42, 


und kann so fortgehen, bis alle Elemente erlangt sind. 

Es bleibt noch der Beweis fiir den letzten Teil des Satzes zu 
fiihren, dass die Wahl von %,, z,,...%,—1 eine willkiirliche ist. Jeden- 
falls enthalt eine Substitution o, der Reihe s,, s,, s,,... eins der ver- 
langten Elemente. Diese wihle man zum Ausgangspunkt einer Reihe 
G,, G3, 6,,..., bei welcher das geforderte Element in allen o auftritt. 
Hine der Substitutionen zt, der Reihe o6,, 6,, 6,,... enthalt ausser 
diesem ein zweites der vorgeschriebenen Elemente; t, wihle man zum 
Ausgangspunkt einer neuen Reihe 1,, t,, t3,..., welche in jeder Sub- 
stitution bereits zwei der verlangten Hlemante hat. So gehe man fort, 
bis alle p—1 vorgeschriebenen Elemente erhalten worden sind. 


§ 75. Lehrsatz XV. Enthilt eine primitive Gruppe eine 
Cirkularsubstitution der Primzahlordnung p, so ist sie min- 
destens (n—p-+1)-fach transitiv. 

Durch diesen Satz wird der Hinfluss des Mangels der Jmprimiti- 
yitit auf transitive Gruppen klar gelegt; Imprimitivitat ist eine Eigen- 
schaft einer Gruppe; Primitivitaét ist nur der Mangel derselben, welcher 
der Gruppe dadurch einen allgemeinen Charakter verleiht, dass er spe- 
zielle Beziehungen ausschliesst. 

Es seien s,, s, die beiden im vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Substitutionen. Diese bilden eine zweifach transitive Gruppe. Denn 
ist zuerst die Folge 7,774 gefordert, wo x, auch =z, sein kann, dann 
leiten wir aus 8,, 8, durch Transformationen zwei Substitutionen 6,, 6, 
ab, von denen die erste beide Elemente ~,, x, enthilt, wihrend in der 
zweiten x, nicht vorkommt. Nun sei 6,7 =(%,%,%,...), dann bestimmen 


wir 6,f=(#,4,...) und bilden 6,°6,% —...%%%4... Sollte x, in o,% 


schon =%, sein, so wird B=O. 

Ist zweitens %,%, 7, gemiss der zweifachen Transitivitit gefor- 
dert, so waihlt man 6, so, dass es xq nicht enthalt, 6, wie soeben; 
dann wird 6,! = (4,4%..-), Go° = (Late...) UNA 6,1. 6,5 =... Xap... Laer. 


werden. 


Ebenso lisst sich zeigen, dass die aus s,, 8,, s, gebildete Gruppe 
dreifach transitiv wird. Wird nimlich gefordert, dass die Folgen 


“Lak, LeLay Let in einer Substitution vorkommen, so konstrwert man 
aus S,, 5, 5, durch Transformationen 6,, 6, 


2, 9, 80, dass 6, weder 2 


noch vq enthalt, wihrend x, 23 %, Za in 6,, 6, vorkommen. Dann 


6* 
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kann man in der aus 6,, 6, gebildeten zweifach transitiven Gruppe 
die Folgen 7% und “,%q in einer Substitution hervorrufen; durch eine 
veeignete Potenz von 6,, welche dieser Substitution angeftigt wird, 
findern sich diese Folgen nicht und «,«,-tritt hinzu. 

So geht es in gleicher Weise weiter; da n—p-+1 Substitutionen 
vorhanden sind, so folgt der ausgesprochene Satz. 

Wir kombinieren dieses Resultat mit demjenigen von § 67 Lehr- 
satz VII). Dort zeigte sich, dass der Index der Transitivitat k den 


Wert - ++ 1 nicht iiberschreiten kann, ohne dass die Gruppe alternierend 
v 


oder symmetrisch wird. Da nun eine Cirkularsubstitution von p EHle- 
menten bei einer primitiven Gruppe k>n---p+1 hervorruft, so wiirde 
2n 
oe 


die alternierende in sich schlhesst. Man erkennt also: 


aus n—p+1> = +1 oder p< folgen, dass die gegebene Gruppe 


Lehrsatz XVI. Enthilt eine transitive Gruppe des Grades 
P : 2 eee , 2 
eine Cirkularsubstitution der Primzahlordnung p< ay ohne 


dass sie die alternierende Gruppe enthalt, so ist sie impri- 
mitiv. 

§ 76. Wir kénnen den Gang des Beweises aus dem vorigen Pa- 
ragraphen benutzen, um den folgenden, dem Lehrsatze XV) verwand- 
ten Satz zu beweisen: 


Lehrsatz XVII. HEnthailt eine primitive Gruppe des Grades 
n eine k(>2)-fach transitive Untergruppe des Grades q, so 
ist die erstere Gruppe mindestens (n—q-+hk)-fach transitiv. 


Ist G, die k-fach transitive Untergruppe des Grades gq mit den 
q Hlementen 2,, %,...%—1, %, so kénnen wir durch Transforma- 
tion von G, durch alle Substitutionen von G eine Reihe von Grup- 
pen ableiten, die dem G, ahnlich sind und so beschaffen sein werden, 
dass I"={G,,G,,...} bereits alle Elemente in Verbindung bringt. 
Denn wire dies nicht der Fall, so kénnte man wie oben die Impri- 
mitivitit von G beweisen. Ferner liisst sich zeigen, dass man der 
Gruppe Gq die Elemente 2,, %,... %—1, %+a—1 geben kann. 

Ist nun G, eine k-fach transitive Gruppe, so wird {G,, G,} min- 
destens (/-+1)-fach transitiv, wie die obige Beweisfiihrung ergiebt; 
(Gy, Gy, Gs} mindestens (/-+2)-fach transitiv u.s. f., bis man zur 
(n—q-+k)-fachen Transitivitiit der Gruppe G selbst gelangt. 

§ 77. Wir haben in § 71 eine Tabelle entworfen, in welcher die 
Substitutionen einer imprimitiven Gruppe untergebracht waren. Die 


Ne ee Fe 
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erste Zeile enthielt diejenigen Substitutionen derselben, welche die 
einzelnen Systeme der Imprimitivitét nicht mit einander verband und 
also nur die Elemente jedes Systems unter sich vertauschte. Diese Sub- 
stitutionen bildeten daher eine Untergruppe G, von G. Von dieser 
Untergruppe G, haben wir eine wichtige Eigenschaft nachgewiesen. 
Es zeigte sich, dass t—1G,tt1=G, 
wird; dass sich also G, bei der Transformation durch eine beliebige 
Substitution ¢ von G reproduziert. Wir kénnen dies auch durch die 
Schreibweise G1G,G=G, oder G,G=G6, 

ausdrticken, wobei aber hervorzuheben ist, dass diese nur eine Higen- 
schaft von G,, aber nicht eine solche von G aussagt; denn es ist selbst- 
verstindlich, dass G,—-1GG,=G ist, da alle Substitutionen der linken 
Seite in G enthalten sind. 

Wir machen nun im Anschluss an diese Bemerkungen folgende 

Festsetzungen: Wir nennen 

1) S,; S vertauschbar, wenn S,.s,=5s,.8, ist; 

2) s, mit H vertauschbar, wenn s,H= Hs, ist; 

3) H mit G vertauschbar, wenn H.G=G.H ist. 
Sollte im letzten Falle H eine Untergruppe yon G sein, so driickt 
die Gleichung H.G—G.H nur eine Higenschaft von H aus. Wir 
nennen H dann eine ausgezeichnete Untergruppe von G. 

Als Beispiele hierfiir mégen gelten: 

1) (@,2,%,%,) ist mit (w,2,)(*,7,) vertatischbar; jede Potenz s* 
einer Substitution ist mit jeder anderen Potenz s’ derselben Substitu- 
tion vertauschbar. 

2) H = [1, (@, 22) (3%), (#175) (2%) 41%) (4o4y)] ist mit jeder 
Substitution der vier Elemente z,, 7, 2, “, vertauschbar; die alter- 
nierende Gruppe von n Elementen ist mit jeder Substitution derselben 
Elemente vertauschbar. 

3) H ist mit der symmetrischen Gruppe der vier Elemente z,, 
Zp, Lj, L, vertauschbar; die alternierende Gruppe von » Elementen ist 
mit der symmetrischen vertauschbar; oder, die alternierende ist eine 
ausgezeichnete Untergruppe der symmetrischen. 

§ 78. Mit diesen Festsetzungen kénnen wir auf ein im zweiten 
Kapitel behandeltes Thema, auf die Bildung von Substitutionengruppen 
zurtickgreifen (§§ 37, 38). 

Alle Substitutionen von n Elementen, die mit einer ge- 
gebenen Substitution derselben Elemente vertauschbar sind, 
bilden eine Gruppe. Denn wenn man hat 


SG Eivter Abechaitt, Theorie der Qahatitationan 
{wh a, Sahm, 


damm fllgt daraas, dass anch a? 
~ GAPiw.QQ—e" eed] ge —_ 
wird, s@ dass sith ach §.§ mater dam Qabaithationemheaples Ga@eh | 


Alle Substitutionen ver » Elemente, die mit elrer ge 
gebenen Gruppe derselben Rlemente rertarschbar sind, Mh 
dem eime Grappe, welcher die Segehene als ansgeseichnete— 
Untergrappe angehdri. ~ 

ee i. “"Gi,=—G, £“@4=-6 
= KAT EQ) = 

Eathalten ewel Grappen @ wad H aasser der Rizhei 
Keime gemeinsamen Subsititationen, ead sad & wad 2 wit 
etmander veriauschbar, se wind die Minimalgrappe ~ ae 
als Ordmang das Predakt der Ordaanger ven G ead rea BD 
bestizen, E 


STA Hime ausgeseichnete Unitergrappe einer LARTITVAR- 


Jone Transformicrte —H ist, so enthielte H weder a, neck a 
Rberbaupt Kein Blement, da der Index 2 belie. AK ’ 


avy. . 
= 
bas ~ i fh 

mur die Elemente der eiazelaen Systeme der ] it 


~ 
~~ = 

4 
ile Sn 


m @, wae. 

a sateen und am de Stelle aller mit 4 trait an alla, 

welehe durch T mit = trastiy 

miorte Gruppe — HT ist, so arhemat man die Richtighat 
§$ Besttet G sine anqrmichnete Untergragge 


nicht statt, so beint @ einfach, Exiktiert achen di keine ansgemich 
nete Untergrappe X wou G, vor welcher A Untergragpe At, 90 Ie - 


> 


ET ane ausgeseighnete Maximalantergrappa a 
* Wargl diss Warhilteds ven P and © dn NS 


Ps 
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Ist G zusammengesetzt und die Reihe der Gruppen 


Gree. ane 


so beschaffen, dass jede folzende Gruppe eine ausgezeichnete Maximal- 
- untergruppe der vorhergehenden ist, so heisst diese Reihe die zur 


zusammengesetzten Gruppe G gehodrige Reihe, oder auch die 


- Reihe der Zusammensetzung von G, respektive kurz die Reihe 


von G. 
Sind die Zahlen 
Bi i Vu—t1 Vy 
t %=——} t= a. oil is arty, Lie SEE EM thoy A 1 
Cy 2 Cu Cn “ik 


die Ordnungen der entsprechenden Gruppen der Reihe, so heissen e,, 


, ++» G41 die Faktoren der Zusammensetzung von G oder 


auch die Zahlenfaktoren der Zusammensetzung von G. Es 
wird r=, €,..-€u41- 

§ 81. Moglicherweise ist, wenn die zusammengesetzte Gruppe G 
vorliegt, die Reihe der Zusammensetzung fiir dieselbe keine unbedingt 


-bestimmte. Es wire denkbar, dass ausser der angeftihrten noch andere 


A 


VS 


Reihen, z. B. Goel Gi Gio at 

bestanden, so dass auch hier jede Gruppe eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe der voraufgehenden wire. Hs wird sich zeigen, dass, wie 
die Reihe auch immer gewahlt werden moge, die Faktoren der Zusam- 
mensetzung stets dieselben sein werden, abgesehen von ihrer Reihen- 


 folge; dann muss natiirlich auch wv sich herausstellen. 


G, enthalte die Substitutionen s,, G', enthalte die Substitutionen 
Pe roo sei die Ordnung von G,, 7, = 7 die von G',. Die Sub- 


1 1 3 
stitutionen, welche G, und @’, gemein haben, bilden eine Gruppe I" 


% (drittes Kapitel § 44); die Ordnung ~# derselben ist ein Teiler von 7, 


DPV 


a 


Jey 3 
We 


MAN ue 


nen “27 


aia ak al 


und yon 7’,; wir setzen r=ay;, r,=ay. 


Die Substitutionen von I" seien 6,. Dann kann man alle Substitu- 
tionen von G, in einer Tabelle von y Zeilen unterbringen, deren erste 


E alle Substitutionen o, von I’ enthalt. Man erhalte folgendes Schema 


6,=1, Gy, Ogtca: Om i, 

B01, 802, 8:05, ++. 82525 Bol) 

8,61, By Gq, By G3, «+. By Fn; By I, 
wobei die 3,, 3... nach dem einfachen Prinzipe ausgewahlt werden 
konnen, dass eine jede unter denjenigen Substitutionen von G, ge- 
wahlt wird, welche den Komplexen I’, bez. I’ und 8,1’ us. f. noch 
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nicht angehdrten. Die Gruppe G', kann ebenso behandelt werden; sie 
fihre auf 3’,, 3'5,... 8'y. So kann jedes 


Sa==896,, jedes s'g= 3/6 
gesetzt werden. ot | v 


Das Produkt so—!s's—18as'3 = Sa1(s'g—!8a8'g) = (Sa "8! *Sa) - Sp Be- 

hort seiner zweiten Form halber zu G,; denn wegen 
G-14,G=G4, ist Be 1so8 9=Sy, 
und also wird das obige Produkt =sa—'s,; es gehoért der en Form 
halber zu G',; denn wegen 
G—14'.G=G@', ist se—ts'g-1s—S'y, 

und daher wird das obige Produkt =—s',.s's. Folglich gehért das Pro- 
dukt zu der Gruppe I’, welche G, und G', gemeinsam haben: 

A) Sa !s'g—!SeS!g = 6); SaS'g = S'pSa%y; S' pSa = SeS' pG6. 
Insbesondere erhalten wir, da die @ zu den s und zu den s' gehéren, 

B) 68's = 8'36)3  Fe33= 8369; $'089 = 89 8'aG.. 
Hieraus folgt, dass die Substitutionen der Form 8486, eine Gruppe 
bilden; denn man hat durch wiederholte Anwendung der Gleichungen B) 

(8a8'86y) (8a8'sGc) = 8a8 p80008) 6c 8a8a. 8!9 6.8156, = 80808! 28', 6a 
= 8:6,3' 66a = 8:3!) 69. 

Die Gruppe © der Substitutionen 8,3's6, ist mit G vertauschbar, 

denn es ist 

G—1(8:8',69) G = G—-18-4 . G18! 69 G = Sa. 5'p = 8,65. 3'.6, = 8, 3! 6,. 
Die Gruppe © ist umfassender als G, und als G',; sie ist in @ ent- 
halten; also ist sie nach den Voraussetzungen tiber G, und G’, mit 
G@ identisch. 

Die Ordnung von & ist gleich zy.y'; denn es ergiebt sich aus 
8.856. = 8a8's0, leicht a=a, b=B, c=y.  Folglich wird auch die 
Ordnung von G gleich xyy', und da 
r=re=aye, r=r,é,—ayle, 

y=G, y=e 

Durch dieses sat: Resultat haben wir die Ordnung von I’, nim- 
lich v= = = an ze kennen gelernt, Ks lisst sich von I" weiter 
zeigen, dass diese Gruppe in eine der Reihen, die zu G, (und dann 
auch ebenso zu G',) gehéren, einrangiert werden kann, da sie eine 
ausgezeichnete Maximaluntergruppe von G, und yon G!, ist. Denn zu- 
erst ist I’, als Teil von @', mit G,, und ferner als Teil von G, mit @', 
vertauschbar; man hat daher 

G4, 1TG, =@,, @ re, =4,; 


1) 


ist, so folgt 


\ 
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g da aber die linke Seite der ersten Gleichung vollig der Gruppe G, 
_ angehort, so findet dasselbe auch rechts statt; ahnlich steht es mit 
~ der zweiten Gleichung; also ist 


a Ge96,=1; 6 'r¢@,=f. 

- Ausserdem lisst sich zeigen, dass zwischen G, und I’ keine zu G, 
~ vertauschbare Gruppe besteht, welche I’ umfasst. Wire eine solche 
_ H mit den Substitutionen ¢, vorhanden, so wire nach A) 


be *8'g—'taSig—=Gy, also 8 g—1tq8'g= te ta 18 g—1te8'p = tay = ts, 


d.h. es wire H auch mit G’, vertauschbar, und da @ sich aus den 
Substitutionen von G, und G’, zusammensetzt, so ware H auch mit G 
_ vertauschhbar. 

Setzt man nun die $',, 3',,... mit den ¢, zusammen, so bilden 
die 3',t; eine Gruppe; denn nach A) hat man, da I’ in H und in G, 


4 enthalten ist, (8, tz) (8, ts) ses Z. . 3! te 6,. ty ies aI Ds 


Diese Gruppe ist mit @ vertauschbar, da H und G',, aus denen sie 
sich zusammensetzt, es sind; sie enthilt G,, welches bereits durch die 
- ‘Substitutionen $',0, gebildet wird; sie ist in G enthalten, welches aus 
den 3/836, besteht. Daher widerspricht sie der iiber G’, gemachten 

Voraussetzung, dass diese Gruppe eine ausgezeichnete Maximalunter- 

gruppe von G sei. Wir erhalten also das Zwischenresultat: Folgt in 
einer zu G gehorigen Reihe G, auf G, in einer anderen Reihe 

-G', auf G, so kann man in beiden auf G,, respektive G’, eine 

und dieselbe ausgezeichnete Maximaluntergruppe I’ folgen 
lassen, welche aus allen Substitutionen besteht, die G, und 
; 4 G, gemein haben. Ist dabei ¢, der zu G, gehorige Faktor der 
 Zusammensetzung, ¢, der zu G, gehorige, so hat I’ in Bezug 

-auf G, den Faktor ¢,, in Bezug auf G’, den Faktor 4, 


Ee ee EE NAR CRT Nee aN 


ee) 


§ 82. Hieraus kénnen wir leicht den zu beweisenden Satz folgern. 
Eine Reihe der zu G gehérigen ausgezeichneten Maximalunter- 


3 gruppen sei: 


U U ’ 
1) G, G,, G, Gs, nee 
Yr i fg ip - 
Lg Mate Va= ' i om By vee} 
ey 2) Cy 


_ eineandere der zu G gehdérigen Reihen sei die nachstehende: 


2) G, Gs, Gs, G's, i hc 


r rs, «eee 


Gf yi =; r,= > tgs Ay oes 
’ 1 2 3 
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Dann kann man nach dem eben bewiesenen Zwischenresultate zwei 
neue zu G gehérige Reihen konstruieren: 


a! ! 
BY" GG ae rere a. 4) G@, GT, 4, H,... 
if 
Y ' ry ' if a4 4 
PS Ay mig AI 9 —— ee lere Nin Limi mele Em ase SS 
) 1 e 2 é, C4 e 


und den Beweis von der Konstanz der Faktoren der Zusammensetzung 
bei 1) und bei 2) iibertragen auf denselben Beweis bei den Reihen 1) 
und 3) einerseits und 2) und 4) andererseits; denn dass 3) und 4) die- 
selben Faktoren der Zusammensetzung liefern, zeigt der erste Blick. 

Der Nachweis fiir 1) und 3) und fiir 2) und 4) reduziert aber 
die Schwierigkeit. Denn wihrend 1) und 2) nur in dem ersten Gliede 
iibereinstimmten, stimmen 1) und 3) ebenso wie 2) und 4) je in den 
beiden ersten Gliedern iiberein. 

Der Fortgang des Beweises wird der sein, dass man in 1) und 
3) auf die beiden ersten gemeinsamen Glieder G, G,, denen einmal G, 
und einmal I folgt, zwei neue Reihen aufbaut 


! lo Pu ‘ fe 
1’) G, G,, G,, G, 9; Sy ie 3’) G, G,, és &, 9, SJ; ee 
0 
hs i 7; te 
1 tr 2 J! Jr 2 
Y. tie V6 => 1 a = See 1m } Y,>7y) 7? = —9°"¢ 
ares 9 br ey 3 é, pee sess a. 3 ey 


welche dieselben Kompositionsfaktoren haben, und von denen 1’) mit 
1) und 3’) mit 3) bereits in drei Gliedern iibereinstimmen, u. s. w. 
So gelangt man zu dem Resultate: 


Lehrsatz XVIII. Giebt es verschiedene zur zusammen- 
gesetzten Gruppe G gehérige Reihen, so stimmen die Fak- 
toren der Zusammensetzung fiir diese bis auf ihre Aufein- 
anderfolge tiberein. Daher ist auch die Anzahl der Gruppen 
dieser Reihen konstant. 


§ 83. Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende Gruppen einer 
solchen Reihe, oder, was dasselbe ist, eine Gruppe @ und eine aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe H von G. Es seis’, eine von den 
Substitutionen der Gruppe G, die nicht auch in H vorkommen; sy* 
sel die niedrigste Potenz von s',, welche in H bereits vorkommt. (m 
ist gleich der Ordnung von s', oder gleich einem Teiler derselben.) 
Ist m eine zusammengesetzte Zahl und = p.q, so setzen wir 3a 
und erhalten dadurch eine Substitution s,, welche H nicht angehirt 
und von der eine Primzahlpotenz s,” die erste in H auftretende sein 
wird. Jetzt transformieren wir s, durch alle Substitutionen von G und 
erhalten dadurch s,, s,,... 8; Keine von diesen kann H angehoren, 
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Denn wire dies bei s,—o~—1s,6 der Fall, so wiirde 6s,o-!=s,, die 
- Transformierte einer Substitution s, von H durch eine Substitution 
~6~' yon G auch zu H gehoren, da H mit G vertauschbar ist. Das 

widerspriche der Annahme. Wir betrachten jetzt 

et ied aA a 


- Diese Gruppe enthilt H und ist in G enthalten. Bezeichnen wir durch 
¢t eine beliebige Substitution von G, so wird 


ile amet te Sh ets Lt tr 6 Ob, ttt ns 
=H, Ce vies Ts 

es ist also I’ mit G vertauschbar. Die drei so bewiesenen Higen- 

schaften von I’ widersprechen der Annahme, dass H eine ausgezeich- 

nete Maximaluntergruppe von G ist; und dieser Widerspruch lasst 

sich nur dadurch heben, dass man annimmt, es fiele I’ mit G zusammen. 

Bedenkt man ferner, dass alle Substitutionen, die durch Trans- 

_ formationen aus einander entspringen, einander iihnlich sind, also hier 
$15 So, --- $2, So erkennt man: 


Lehrsatz XIX. Jede Gruppe der Reihe von G ist aus der 
_nachstfolgenden (oder: jede Gruppe ist aus einer ihrer aus- 
gezeichneten Maximaluntergruppen) durch Hinzuftigung einer 
Reihe von Substitutionen ableitbar, die 1) einander ahnlich 
sind, und yon denen 2) eine Primzahlpotenz zur Gruppe ge- 
_ ringerer Ordnung gehort. Die letzte Gruppe der Reihe einer 
gusammengesetzten Gruppe G wird durch eine Anzahl ein- 
_ ander ahnlicher Substitutionen von Primzahlordnung gebildet. 


§ 84. Hierher gehoért der folgende fiir die Theorie der Gleichungen 
wichtige Satz: 

Lehrsatz XX. Die Reihe der Zusammensetzung, welche 

zur symmetrischen Gruppe von n Hlementen gehort, besteht 

aus der alternierenden Gruppe und der Hinheit, wenn n>4 
ist; die Faktoren der Zusammensetzung sind also 2 und $n! 

Die alternierende Gruppe von mehr als vier Elementen ist 

einfach. 


bie 


Ze Dass die alternierende Gruppe mit jeder beliebigen Substitution 

_ yertauschbar und also ausgezeichnete Maximaluntergruppe der sym- 

 metrischen ist, erkennt man. 

Es ist weiter nachzuweisen, dass fiir n> 4 die alternierende Gruppe 
einfach ist. Der Beweis gestaltet sich dem in § 50 gegebenen ganz 

- &hnlich, wie denn auch der dortige Satz, in die jetzige Ausdrucksweise 
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iibersetzt, dem obigen-ihnlich lautet, niimlich: Eine Gruppe, welche 
mit der symmetrischen vertauschbar, also eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe derselben ist, wird fiir n>4 die alternierende werden oder 
sich auf die Einheit zusammenziehen. Es wird daher auch nur eme 
kurze Andeutung des Beweises n6étig sein. 

Es werde in der Gruppe H,, die eime ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe von der alternierenden Gruppe H sein soll, eime Sub- 
stitution von méglichst geringer Elementenzahl betrachtet. Diese kann 
nicht mehr als drei Elemente in emem Cyklus haben; denn ware 

S = (Geta cad) 

eine solche Substitution, so transformiert man sie durch die Substitu- 
tion 6 =(2,.232,), die ja in H vorkommt; s~'.o—1so enthalt dann gegen 
die Voraussetzung weniger Elemente als 6. Ferner kénnen die Sub- 
stitutionen geringster Elementenzahl nur einen Cyklus haben. Denn 
ee. eats (a4 Hy) (95%): Oder ~Sy = (#1 55%) (W,%,%g) - « 

oder s,="(a,%,)(%,%j%,) - 
in H vyorkiime, so transformierte man in den beiden ersten Fallen 
durch 6 =(a,2,%;), im letzten durch t= (a, 22) (%3%,), und es werden 
in den Produkten 

Sa-G—'SeG, respektive s3.6—'S36, s,.1~*S,t 
weniger Elemente vorkommen, als in sz, 83, s, entsprechend. Dies 
verletzt die Voraussetzung. Die Substitutionen geringster Elementen- 
zahl kénnen also nur 

S=(HeXs), t= (Wa x3 ty) 

sein. Der erste Fall ist nicht méglich, da in der alternierenden Gruppe 
keine Transposition vorkommt. Der zweite Fall fihrt auf die alter- 
nierende Gruppe selbst zuriick. 

Ist w=4, so erhilt man folgende Reihe: 1) die symmetrische, 
2) die alternierende Gruppe; 3) G,=[1, (@,2,) (2%), (42s) (we), 
(224) (%_%3)]; 4) Ga=[1, (a, 2) (ax); 5) Gy=1. Der Ausnahme- 
gruppe G, begegneten wir schon mehrfach. 

§ 85. Von gleicher Wichtigkeit fiir die algebraische Auflésung 
von Gleichungen wie die eben besprochene Reihe der Zusammensetzung 
einer Gruppe G ist ihre Hauptreihe der Zusammensetzung, oder 
kurz ihre Hauptreihe. Wir bilden dieselbe aus der Reihe von G 
einfach dadurch, dass wir alle und nur diejenigen Gruppen der Reihe 
zurtickbehalten, rwatehs mit G selbst vertauschbar sind. So mége 


Gy BT Tyla EG Tos MA 
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_-entstehen. Die Reihe von G kann gleichzeitig Hauptreihe sein. Dies 
__ tritt z. B., wie wir sofort nachweisen werden, dann ein, wenn alle Fak- 


toren der Zusammensetzung yon einander verschiedene Primzahlen sind. 
Angenommen, die Hauptreihe von G stimmt nicht mit der Reihe 
von G iiberein, dann mégen sich in der Reihe von G, z. B. zwischen 
H und J noch Gruppen einschieben, etwa 
Hf, H,, H,, alot Hi, —-1, J, 
derart, dass die Mittelglieder zur Reihe, aber nicht zur Hauptreihe 
gehéren. H, ist demnach mit H vertauschbar, aber nicht mit G. 


Infolgedessen ist fag He) Gs ee 
Transformieren wir H, durch alle Substitutionen von G, so werden 
demnach verschiedene Gruppen H,, H',, H",... entstehen. Diese sind 
simtlich in H enthalten, denn es ist 
6 He H; in (6 Hoe= HF, 
enthalten, wenn o eine Substitution von G bedeutet; und weiter ist 
A 6 | 6. =o -1 Hoe A, 6) (o— He) 

=a 66 lg th, 6 =e Hi, 6 =H! 
Ist namlich + eine Substitution von H, so wird sich aus 6—11t6 =v er- 
geben 6-11-16 =v -' (vergl. 8.37 § 36).  ~ 

Ferner ist J in jeder Gruppe H,, H',, H",,... enthalten; denn 
es ist J in H, und also : 

62 J6—J) im .6 t= Hi, 
enthalten.- Endlich ist H', wie H, eine ausgezeichnete Maximalunter- 
gruppe von H. Denn wenn eine ausgezeichnete Untergruppe H', zwischen 
H und H', bestiinde, dann wiirde auf eine gleiche zwischen H und H, 
zu schliessen sein; man wiirde dieselbe aus H', durch Transformation 
mit o—1 erhalten, wenn H', aus H, durch Transformation mit 6 
hervorgeht. 

Es folgen also in der Reihe von G auf H mehrere von einander 
verschiedene Gruppen H,, H',,... von gleichem Typus. Alle diese 
gehéren demnach zu demselben Faktor ¢ der Zusammensetzung; dies 
ist der Quotient der Ordnungen von H und von H,. Dann kénnen 


wir nach dem Zwischenresultate in § 81 die Reihe von G derart fort- 


setzen, dass wir die gemeinsamen Substitutionen z.B. von H, und 
von H’,, von H, und von H",, von H, und von H",,... auf A, 
folgen lassen. Nach demselben Resultate gehéren die neuen Gruppen 
wiederum zum Faktor « Jede von ibnen enthilt J. Wir brauchen 
natiirlich nur die von einander verschiedenen so entstehenden Gruppen 
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beizubehalten. Giebt es nur eine derselben, so stimmt diese mit J 
tiberein. Denn die Gesamtheit der Gruppe 

A, , H',, A", AM; ‘ 
und daher auch die ihnen allen gemeinsame Gruppe dndert sich bei 
Transformationen durch Substitutionen von G nicht. Die Ordnung 
von J wird dann aus der von H durch Division mit ¢° erhalten. 

Sind dagegen noch mehrere verschiedene Gruppen vorhanden, so 
kann man in derselben Weise weitergehen. Die gemeinsamen Substi- 
tutionen z.B. von H,, H',, H", bilden eine Gruppe, welche in der 
Reihe von G auf die Gruppe folgen kann, in der alle gemeinsamen 
Substitutionen von H,, H', vorkommen. Der zugehérige Faktor der 
Zusammensetzung ist wieder «. 

Nach v Schritten langt man bei J an; die Ordnung von J ent- 
steht also durch Division mit «” aus der von H.~ Die letzte Stufe von 
J bilden v Gruppen H,_,, H',-1,... welche eimander simtlich ahn- 
lich smd, zum Faktor ¢ gehéren und 


FD 7 Bee EE ee 


liefern. 


Lehrsatz XXI. Stimmt die Hauptreihe yon G@ nicht mit 
der Reihe der Zusammensetzung tiberein, sondern schieben 
sich zwischen zwei Gruppen H, J der ersteren »y—1 Gruppen 
H,, H,,... H,—; der letzteren ein, so gehéren zu H,, H,,... J 
gleiche Faktoren der Zusammensetzung ¢ und die Ordnung 
r' von H entsteht aus der Ordnung 7" von J durch Multipli- 
kation mit «. H kann aus J erhalten werden, indem man 
mit J eine Reihe von v Gruppen H,_1, H',_1,... vereinigt, 
die einander ahnlich und von der Ordnung r".¢ sind. 

Zusatz I. Hine Gruppe, deren Faktoren der Zusammen- 
setzung einander nicht simtlich gleich sind, besitzt eine 
Hauptreihe. 

Zusatz II. Jede imprimitive Gruppe ist zusammengesetzt. 
Enthilt dieselbe umfassendere und engere Systeme der Im- 
primitivitat, so besitzt sie eine Hauptreihe. 

Zusatz II. Die Gruppen A,—1, A',—1, H",4, ... sind mite 
einander vertauschbar, d.h. es gelten die Gleichungen 

HH, H,_,@ = H,_,H,_,@. 
Denn man kann in der Reihe vor J die Gruppenfolge H,—,@, {H,_,@ 
H,_;)}, ... annehmen. Also ist 
(H, © H,_.)- H,_@ (Hy. H,_.®) — H,_4. 


? 
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Zusatz IV. Die letzte Gruppe M der Hauptreihe von G 
besteht aus einer oder aus mehreren einander ‘hnlichen 
Gruppen, welche ausser der Hinheit keine Substitutionen 
miteinander gemeinsam haben, und welche miteinander ver- 
tauschbar sind. 


§ 86. Hs ist der wichtige Spezialfall zu betrachten, dass « eive 
Primzah] =p wird. 
Statt der H',_,, H",_,,... fiihren wir die bequemeren Bezeich- 


ee H!, H", H",.., He) 


ein. Dann entsteht H' aus J durch Hinzunahme einer Substitution 
t,, bei welcher die p® Potenz die erste in J vorkommende ist. Wir 
k6énnen setzen (§ 83) . 
Hid, H=t°S, H"=t2J,... («@=90, 1,)..p—1) 
Da J eine ausgezeichnete Untergruppe jeder der Gruppen H', 
1k, aes I8b,.80 wird 
PoP REE, OE ooo OP Neat = 
und wenn wir die Substitutionen von J mit 7,, %, 7, ... bezeichnen 
ty tn, ty = Fg, ts ts* =) 
£91, = 1b". (oh), ty *1, = tty” (45%), ts%1, = 1, t5" (4441); oii 
d.h. es sind die Substitutionen von H', ebenso die von H", die von 
H'" us. w. unter sich bis auf Substitutionen von J vertauschbar. 
Da man, um von J riickwiarts zu H zu gelangen, die Substitu- 
tionen z. B. von Ii’ und von H" in eine Gruppe vereinigen kann 
(§ 81), so ist (§ 85, Zusatz III) 


ty *tyt=t%,, th =e, 


folglich durch Kombination beider Resultate 


ty Mtg by ty = be tnty = ty? T*%5, 
= 1,140, = 4°14, 
Ae Ree el 
, Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Substitution aus Hi’, die 
rechte ist eine solche aus H". Da beide Gruppen nur die Substitu- 


_ tionen yon J gemeinsam haben, miissen die Potenzen von ¢, und von 


i, verschwinden, d.h. es muss sein a—1, 6——1 und 
ttt =t,4,, 
tt, = ty ty 14, 
(t, 11) (t, iy) amy (é ) Ci i1) ts, 
(4.7%) (LP ty) = (Pty) (49%) « 
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Also sind Ge Substitutionen der aus J, 4, & gebildeten Gruppe unter- 
emander bis auf Substitutionen von J vertauschbar. Dasselbe folgt 
fir die aus J, 4, & und fiir die aus J, 4, & gebildete Gruppe, also 
auch fir die Grappe {J, 4, &, &} us.w, also schliesslich auch ftir 
8 selbst. (Bu bemerken ist, dass § 85 Zusatz IID) bei weitem weniger 
awssagt; denn dort handelt es sich um Vertauschbarkeit von Gruppen, | 
hier wma die Vertauschbarkeit der einzelnen Substitutionen.) Je zwei 
Sabsiiiadionen von 7 sind untereinander bis auf eine Substitution von 
J vertauschbar, welche als Faktor dazutritt. . 

Wir werden die Umkehrang dieses Satzes beweisen: Sind je zwei 
Substitutionen von H bis auf eine Substitution von J gegen einander | 
vertausehbar, so ist « eine Primzahl. Ja, dies findet sogar schon” 
stati, wenn die Substitutionen von H!' untereinander bis auf solche- 
yon J yertauschbar sind, Steht dies namlich fest und wiire gleich- | 
meitig ¢ eime gusammengesetzte Zahl, so midgen gq, q', q”, ... ihre! 
Primiakioren sein. Wir wihlen aus H', eine Substitution ¢ aus, die 
nicht schon in J vorkommt und gemiiss § 83 Lehrsatz XIX) gewahlt 
iwi Dann wird 2. B. ® die miedrigste Potenz von ¢ sein, welche in 


J auftritt. 
Transforniieren wit nun 
Hi’) (J) H! = H’-eH! H!—\SH! 
—H'8H' J, 
so wind der Voraussetzung nach # H'= H'#Jd sein, also 
(8d) HW = 8S 
wenden, Die Grappe {f,J} ist also eine ausgezeichnete Untergruppe 


von Hi’, welche J enthalt und umfassender ist als J. Sie ist ferner 
in H’ enthalten und weniger umfassend als diese Gruppe. Denn, wei 
é mit J vertauschbar ist, hat man nach §§ 37, 38 die Ordnung v 
(8, 9} gleich ¢’.¢<r"s gu setzen, Dies geht gegen unsere Annahme, 
dass J im der Reihe von @ unmittelbar auf H! folgen solle. 

Lehrsats XXII, Wenn in der Hauptreihe der Zusammen- 
setgung von @ die Ordnung vr’ von H aus der Ordnung 2" on 
J durch Maltiplikation mit p" abgeleitet werden kann, wo 
bei die Primgzahl p der Faktor der Zusammensetzung fiir di 
Gruppen der gugehdrigen Zwischenglieder ist, dann sind di 
Substitutionen von # bis auf solehe vond gegen einander ver 
tauschbar; und wenn dies eintritt, dann sind umgekehrt all 
Paktoren der Zusammensetzung fiir die Gruppen zwischen 
und J gleich einer Primzahl p. 
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E. § 87. Wir betrachten zwei Gruppen @ and I’; jeder Substitation 
- von G mégen eme oder mehrere Substitutionen von I’ sageordnet 
_ werden kénnen und” umgekebrt jeder von I eine cinzige 0m G derert, 
4 dass jedem Produkte zweier Substitutionen dér einen daa Prodakt der 
entsprechenden Substitutionen der anderen Grappe zogeordnet eracheint. 
= Ist je emer Substitution von @ aur eme von I ingeordnet, 20 nemnen 
_-wir diese Beziehung einstufigen Isomorphismus, sind einer Sabsti- 
_ tation von G@ mehrere von I cageordnet, mehretufigen Ieomor- 
_ phismus.* 
a Beispiele. Ist G—[1, (452), 


P=[1, GHGE: GLEE, GOES) 

So ist G zweistufig isomorph za I derart. dass die beiden ersten Gu 
7 Stitutionen von I’ der Substitution 1 wom G, die beiden letzten 1H 
_ I der Substitution («,2,) von G enteprechen. 

Ist 
=[1, G42) 5) (e45). (E,43) G45) (EF), (Ep) V\GANG ae 
(Z,L£L5) (Lebz44)y Ey Lgts) (Lbs) 
P—[l, &&), (5), &&), (£65). (&&5)). 
so findet zwischen G ond I" emstofiger Isomorphismus statt: man kann 
jede Substitution von G der an entsprechender Stelle bei I” stehenden 
zaordnen. Multipliziert man zwei goriaomg vou G ond die at 


§ 88. SindG fut IF einstufig isomorph, so haben sie , gleiche 
_ Ordnungen. 
Ist G zu Tl mehrstufig isomorph, ond entspricht der Sab- 
stitution | von G eine Reihe von Substitutionen 6,, 6,, 64,--- Gn 
von I’, so bilden die letzteren eine Untergrappe von TI: Dewn 
6,.63; entspricht dem Produkte 1.1—1 und findet sich alan wieder 
unter den 6. Diese Gruppe 
2=([6,=—1, 6 --- Gu) 
ist eine ausgezeichnete Untergruppe zu I. Denn bedentst + 
une beliebige Substitution von I, welcher ¢ ans @ entapricht, a0 
mntsprechen sich die beiden Prodakte 

t 16. wid {-'.1.t—1, 
gehort +—‘6,4 wieder za 2. 
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Ist t, eine Substitution von I’, welche irgend einer von der Ein- 
heit verschiedenen Substitution s, von G entspricht, dann bilden wir 
eine Tabelle, deren erste Zeile 2, deren zweite 

GT, ,\ 05% 105%g, 8 Omts; Te 

sein mag. Wir kénnen dann wie gewodhnlich beweisen: 1) dass alle 
die Substitutionen der zweiten Zeile und 2) auch nur sie der Substi- 
tution s, entsprechen; 3) dass sie untereinander und 4) von denen der 
ersten Zeile verschieden sind. Ist dann s, eine dritte Substitution 
von G, dann lisst sich die Anordnung fortsetzen und man erkennt: 
Ist G mehrstufig isomorph zuI’, so gehéren zu jeder Substi- 
tution von G gleichviele Substitutionen von I’; die Ordnung 
von I’ ist m mal grésser als die von G, wenn m den Index 
der Mehrstufigkeit oder auch die Ordnung derjenigen Unter- 
gruppe von I” bedeutet, die der Substitution 1 von G ent- 
spricht. 

Ist LZ eine ausgezeichnete Untergruppe von G, 4 die 
entsprechende Gruppe von I’, so ist auch 4 eine ausgezeich- 
nete Untergruppe von I. Denn aus 

GLG=L folgt I-14r=A. 
Dasselbe gilt umgekehrt. 

Ist DL eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe von G, 
A die entsprechende Gruppe von I, so ist auch 4 eine aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe von I. Denn giibe es eine 
Gruppe ®, welche in [° enthalten und mit I” vertauschbar ist, und 
in der A enthalten ist, so wird die entsprechende Gruppe 7’ die ent- 
sprechenden Higenschaften bei G und L besitzen, so dass L keine aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe sein kénnte. 

Der Reihe der Zusammensetzung von G entspricht die 
von I’; alle Faktoren der Zusammensetzung von G treten 
auch bei I’auf. Ist G mehrstufig isomorph zu I’, so treten in 
der Reihe der letzteren Gruppe noch die zur Reihe von ¥ ge- 
hérigen Untergruppen und die zugehdérigen Faktoren der 
Zusammensetzung auf. Der Beweis ist auch hier wieder leicht 
ersichtlich. 

Ist G zu’ mehrstufig isomorph, so ist l zusammengesetzt; 
+ ist eine Gruppe in der Reihe der Zusammensetzung von I. 


§ 89. Es mége G eine beliebige transitive Substitutionengruppe 
sein, die aus den m Elementen «,, 2,...%» gebildet ist und die 
Ordnung * besitzt. Wir konstruieren eine willkiirliche n\-wertige Funk-— 
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tion § von %,, %,... %, mit den Werten &, &,...&) und wenden 
auf einen beliebigen unter ihnen &£, alle 7 Substitutionen der Gruppe 
G an. Es mégen aus & dadurch 


Bir 82) 83) +++ Gr 


entstehen. Dann wird der Komplex dieser Werte durch Substitutionen 
von G nicht geiindert, da diese lediglich seine Individuen unter einan- 
der vertauschen. Die + Substitutionen von G rufen also 7 verschiedene 
Anordnungen hervor, welche wir als Substitutionen ansehen kénnen, 
die unter den &, &,... & durchgefiihrt sind. Diese Substitutionen 
der & bilden, wie leicht zu sehen ist, eine Gruppe I. Diese Gruppe 
I’ ist transitiv; denn in G giebt es Substitutionen, welche & in jeden 


der y Werte &,... & umwandeln, also giebt es in I’ Substitutionen, 
welche auf & jedes der + Elemente &,,...& folgen lassen. Jede 
Substitution von G wandelt alle Werte &,... & um, denn & ist eine 


n! wertige Funktion; daher setzt jede Substitution von I alle 7 Ele- 
mente um. Die Ordnung von I ist gleich dem Grade dieser Gruppe, 
namlich gleich 7. 

G und I sind einstufig isomorph. Denn jeder Suhaintion von G 
entspricht eine solche von I’; umgekehrt jeder von I” mindestens eine 
von G; da aber die Ordnungen beider Gruppen einander gleich sind, 
so entspricht auch nur eine Stibstitution von G einer solehen von I. 


Lehrsatz XXIV. Zu jeder transitiven Gruppe der Ord- 
nung r giebt es eine einstufig isomorphe transitive Gruppe, 
bei der Grad- und Ordnungszahl einander yleich und zwar 
gleich 7 sind. 

§ 90. Lehrsatz XXV. Transitive Gruppen, deren Ordnungs- 
ihrer Gradzahl gleich ist, haben (mit Ausnahme der Hin- 
heit) nur Substitutionen, welche alle Elemente umsetzen. 
Es giebt in ihnen eine einzige Substitution, welche ein ge- 
gebenes Hlement auf ein vorgeschriebenes anderes folgen 
lisst. Jede ihrer Substitutionen besteht aus Cyklen von 
gleicher Ordnung. Sind zwei derartige Gruppen desselben 
Grades einander isomorph, was nur einstufig geschehen kann, 
so sind sie einander Ahnlich, d.h. sie stimmen bis auf die 
Benennung der Elemente iiberein. 

Die erste Reihe der Behauptungen ist grossenteils im vorigen 
Paragraphen bewiesen worden. Die iibrigen ergeben sich fast von 
selbst, so dass wir nur bei der letzten Behauptung zu verweilen 


brauchen. 
Fi * 
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Gesetzt, I” mit den Elementen §,, E. ... §& und den Substitutionen 
G,, 6y,... 6, Ware isomorph zu G mit den Elementen 2,, 2, ... 2 und 
den Substitutionen s,, s, --. Ss, derart, dass o; und s emander ent- 
sprechen. Dann ordnen wir die Elemente x, und §; emander folgender- 
massen zu. Zwei beliebige unter ihnen 2,, § sollen eimander ent- 
sprechen; x, werde durch s; in 2, § durch das entsprechende @; mm 
£, tibergeftihrt. Dann sollen sich auch 22, & entsprechen. Da es nur 
je eine und stets eine Substitution giebt, welche x, im em behebiges 
Element 2 umwandelt, so entsteht hierbei kein Widerspruch. Jetzt 
muss noch bewiesen werden, dass, wenn s; die Folge 2,2, enthalt, 
dann in 6; die Folge &&, vorkommt. 


Es ist 
ee ee ee ee 
= = § 2 = = = 
Om = 0 Sy Sms ey Gy == ~.~.- 5) Sas 3 Om ee aye 


Da es nur eine Substitution giebt, welche auf x, folgen lisst #,, so ist 
Sa Se =S3, “Gu *G, == Gp 

Enthalt daher s; emen Cyklus aus eimer gewissen Anzahl ven Ele 

menten, so enthalt 6, einen gleichen aus den entsprechenden Elementen 

gebildeten; daher sind erstens s; und 6; damn G und I von gleichem 

Typus. , 

§ 91. Sind die beiden Gruppen G, I emander isomorph, und ist 
G intransitiv, dann kénnen wir in jeder Substitution von @ alle Ele 
mente unterdriicken, welche mit einem bestimmten unter ihnen, 2 B 
mit 2, nicht im Verbindung stehen. Die zuriickbleibenden Teile der 
einzelnen Substitutionen bilden eime neue transitive, za I isomerphe 
Gruppe G,, bei der ‘aber jetzt die Mehrstufigkeit sich vervielfacht 
haben kann. Ist 2 ein neues, nicht mit 2, im transitiver Verbindang 
stehendes Element, dann leiten wir eine neue transitive, zu IF isomerphe 
Gruppe G, ab, welche a enthilt u.s f, bis alle Elemente unter 
gebracht sind. 

Ks kann also G in eine Anzahl transitiver zu I isomorpher Gruppen 
zerlegt werden, und umgekehrt muss sich jede intransitive Gruppe aus 
solchen transitiven Gruppen G,, G,, ... zusammensetzen lassen. Bei 
einstufigen Isomorphismus geniigt dazu die direkte Multiplikation ent- 
sprechender Bestandteile. 


§ 92. Es sei G eine transitive Gruppe des Grades m und der Ord- 
nung r=m.m,, welche zu I’ in k-stufigem Isomorphismus steht. Die 
Elemente von G seien 2,, 23,... %n; G, mdge diejenige Untergrappe 


von G sein, welche 2, nicht umsetzt; ihre Ordnung ist —m,. Sind 
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dann s,, 5;,... Substitutionen von G, welche x, in 2, «, ... iiberfihren, 
so enthalten G,.s,, G,.s,, ... alle Substitutionen derselben Eigen- 
schaften und nur solche. 

Dem G, in G entspreche I’, in I; seine Ordnung ist m,k. Die 
Ordnung von I ist r.k. Wenn also , zu I’, gehért, so hat @, genan 
ae" Werte bei Anwendung aller Substitutionen yon I. g, sei 
derjenige, welcher aus gy, durch Anwendung von 6, entsteht, wenn a, 
eine dem s, entsprechende Substitution ist. Dann enthalt I,.6, alle 
Substitutionen, die g, in , tiberfiihren. Abhnlich sei es mit 6, und 
3, 6, und g, u.s.w., 6, und g,,. Wendet man alle Substitutionen 
von I auf den Komplex der Werte 


Pi; Po, Ps --- Pm 
an, so erhailt man Komplexe, die als Substitutionen unter den m Ele- 
menten g gedeutet werden kénnen. Die Ordnung dieser Gruppe H 
ist gleich dem Quotienten von k.7 und der Anzahl der Substitutionex, 
welche alle m ungeindert lassen. Diese entsprechen den Substitutionen, 
die alle x ungeiindert lassen, d.h. der Substitution 1. Es giebt k diesen 
entsprechende in [’;, also ist die Ordnung von H gleich 7. G und 
H haben gleichen Grad m, gleiche Ordnung yr und sie sind eimander 
isomorph, ja sogar einander ahnlich. ii 

Denn es sei s eine Substitution von G, welche Zz auf x, folgen 
lasst. Dann gehort s zu dem Komplex s,—'G,s3. Die entsprechende 
Substitution von H wird durch die Anwendung einer Substitution 
6a 1I',63 auf g,, G2, --- Pm gefunden; jede dieser Substitutionen setzt 
«a in yz um, also unterscheidet sich die Substitution von H nur da- 
durch von der aus G, dass der Buchstabe x durch » ersetzt ist. 

Man kann somit alle zu I’ isomorphen Gruppen G (oder H) finden, 
indem man auf eine Funktion gm, welche zu. eimer beliebigen Unter- 
gruppe von I’ gehért, alle Substitutionen von I’ anwendet und von 
den Komplexen 9,, 92,--- m zu einer Gruppe unter den Elementen @ 
iibergeht. 

Ist die gewihlte Untergruppe I’, eine ausgezeichnete, so wird die 
entstehende isomorphe Gruppe-H in der Grad- und Ordnungszahl 
tibereinstimmen, wie leicht zu sehen ist. 

§ 93. Wir kénnen den Begriff des Isomorphismnus noch in der 
Weise erweitern,* dass wir jeder Substitution einer der beiden gegebenen 
Gruppen eine Anzahl von Substitutionen der anderen Gruppe zuordnen, 


* A. Capelli: Battaglini G. 1878, S. 32 figg. 
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so dass, genau wie bisher, dem Produkte zweier Substitutionen der 
einen von beiden Gruppen wiederum das Produkt zweier beliebiger 
zugeordneter Substitutionen der anderen Gruppe zugeordnet ist. 

Wir werden auf die Theorie, welche sich hieran kniipft, nicht 
eingehen, ihre Wichtigkeit aber daran zeigen, dass wir die Konstruk- 
tion intransitiver Gruppen aus transitiven auf diejenige von solchen 
gegenseitig-mehrstutig-isomorphen Gruppen zurtickftibren. 

Lehrsatz XXVI. Multipliziert man die Substitutionen meh- 
rerer gegenseitig-mehrstufig-isomorpher transitiver Grup- 
pen, bei denen die Elemente einer jeden von denen jeder an- 
deren verschieden sind, derart, dass man jede Substitution der 
ersten Gruppe mit je einer der zugeordneten Substitutionen 
jeder anderen Gruppe auf alle méglichen Weisen kombiniert 
und jedesmal das Produkt bildet, so entsteht eine intran- 
sitive Gruppe; und jede intransitive Gruppe kann auf die an- 
gegebene Art hergestellt werden. 


Der erste Teil dieses Theorems ist leicht ersichtlich. Den zweiten 
beweisen wir fiir eine intransitive Gruppe, deren Elemente in zwei 
transitive Teile zerfallen. Der allgemeine Satz wird ganz ihnlich be- 
wiesen. 


Hs seien die Substitutionen s; der intransitiven Gruppe G in die 
beiden Teile 


S82 = 62.7} 
zerlegt, wo 6, nur die Hlemente 2,, %,... %,; t, nur die Elemente 


&,, &,--- & umsetzen soll. Moglicherweise kommt o; noch in anderen 


Verbindungen yor ! " 
5 OM EM Arie biaerin Bos 


und ebenso tz, in den Verbindungen 
U 
O37), 0 3T), "2%, oF 

Nun ordnen wir dem 6; alle 1, 72, t’:, ... zu und dem rx alle 
= t 1 : > = 
Oa, Ga, GO 2,... und verfahren so mit allen Substitutionen s,; der in- 
transitiven Gruppe. Es bilden die 6, eime Gruppe Z und die zt, eine 
Gruppe T. Der Isomorphismus beider ist zu beweisen. Es seien 6; 
= . . . ? 
6, zugeordnet den r,, t; dann giebt es Substitutionen Si; Say Seg. BO 
dass | 

$4 = 0272, Su = OuTu, 
A 82 Su = Sy = 6yT, 


wird, und es folgt, dass 6,6, —6, dem t,t, —t, zugeordnet ist. 


. 


= 
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Finftes Kapitel. 


Algebraische Beziehungen zwischen Funktionen derselben 
Gruppe. Gattungen mehrwertiger Funktionen. 


§ 94. Es wurde friiher bewiesen, dass jeder mehrwertigen Funk- 
tion eine einzige Substitutionengruppe zugehort, derart, dass der Wert 
der Funktion fiir alle Substitutionen der Gruppe und nur fiir sie 
ungeandert bleibt. Umgekehrt sahen wir, dass zu jeder Gruppe eine 
unendliche Anzahl zugehoriger Funktionen gebildet werden kann, Es 
fragt sich, ob diese Zugehdrigkeit zu einer und derselben Gruppe zu 
den wichtigeren Beziehungen yon Funktionen unter einander gehort; 
speziell, ob sich aus ihr algebraische Higenschaften folgern lassen. 

Indem wir im dritten Kapitel eine Higenschaft der Diskriminante 
Ag; von g aus der blossen Betrachtung der Gruppe dieser Funktion 


herleiteten, sind wir bereits zu einer gemeinsamen algebraischen Higen- 


tiimlichkeit aller zu einer Gruppe gehorigen Funktionen gekommen, 
nimlich zu der, dass die Diskriminante einer solchen Funktion durch 
eine gewisse Potenz der Diskriminante der Grundgleichung, respektive 
der zu Grunde liegenden Elemente «; teilbdr sei. 


§ 95. Wir werden noch eine gemeinsame Beziehung nachweisen: 

Lehrsatz I. Zwei zu derselben Gruppe gehorige Funktio- 
nen sind rational durch einander darstellbar. 

Es moégen g, und , zwei zur selben Gruppe G gehorige Funk- 
tionen sein. G habe die Ordnung rv und den Grad nu. Ist 6, eine 
nicht zu G gehorige Substitution, und sind g,, y, diejenigen neuen 
Werte, welche aus 9,, ¥, vermoge der Anwendung von o, hervorgehen, 


so findet, wenn (pan (ee or ee 

ist, derselbe Ubergang von 9,, ¥, 20 @,, vy fiir alle Substitutionen 
924 $2959) 302) «++ 5rOy ; 

und auch nur fiir sie statt. Die zu y,, ~, gehorige Gruppe ist 6,—'Go,, 

die Transformierte von @ durch 6,; die neuen Werte g,, ~, gehoren 


i) ae: : 
wiederum zu einer und derselben Gruppe. Ist 9 = - >2, so giebt 


es ausser den 27 Substitutionen der Formen s, und 6,5, mindestens 
noch eine neue Substitution o,, deren Anwendung von g,, y, die neuen 
Werte 9,, y, hervorruft u.s. w., bis alle 9 Werte von g, y erhalten sind. 
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Es ist demnach fiir jedes ganzzahlige 4 
9’, + g,? Wy +.. +H," Yo= Aj 


eine ganze symmetrische Funktion der Elemente 2,, 2, ... %n,, genau 
wie 9, + M,+... + oder Y+¥ot+..-+%, eS waren; denn dieses 
Aggregat ist ja nur die Summe aller Werte, welche 9,‘y, annehmen 
kann, und daher geht dasselbe unter dem Minfusds einer beliebigen 
Substitution + lediglich unter Veriinderung der Stellung der einzelnen 
Summanden in sich selbst tiber. A, ist also auch eine rationale ganze 
Funktion der ¢,, ¢,.-- Cx, wenn g,, v, rationale ganze Funktionen der 
Yq sind. 
Wir stellen nun fiir 4=0, 1, 2,...@—1 das System auf: 


w+ Wy + te en Wo = Ay, 
PY, + P2 Yq + Ps V3 +... + Poo = Aj, 
S) pv, tk Hy" Wo a Ps" Vs Ss eee + Po? Ve = A. 


Pro, + Pek Ye + Pso— 13 +... + Poo * Hy = Aoi. 
Lésen wir dieses System nach den o@ Gréssen y,, Y,,... Up auf, so 
erhalten wir ~, ausgedriickt durch @,, g., --. Qy Hierbei treten be- 
achtenswerte Umstiinde ein. Es wird 


Y= | Ao, I. 1, eink | ia? iv as Pree! 
|4;, Pr, Ps) -o+ Do | | Pr P25 Ps) -++ Po | 
Ree % sai Bi : a 


| Agi; Diy Gary was. Der Co ety ye Pelee tae Poo *| 
Aus bekannten Determinanteneigenschaften folgt, dass Zahler wie 
Nenner der rechten Seite bei der Vertauschung zweier Werte der Reihe 
Pz) Pz; +++ Pg untereimander lediglch ihr Zeichen ‘indern. - Erweitert 
man daher mit dem Nenner und bedenkt, dass das Quadrat desselben 
Ay wird, so erhilt man 


1 = @ (A; G13 Pe) -+- Po)? Jy, 
wo G bei beliebiger Vertauschung zweier Werte der Reihe Po, Pre 


Po ungeiindert bleibt und daher symmetrisch in g,, @s, ... Po ist. 
Nach dem ersten Kapitel § 8 und nach § 4 wird daher 


Wy = (a) P91 + a, PS? + ay ,O—3 +... + $a )3 Aes 


wobei die a, @,, ++. @—1 ganze rationale Funktionen der aleiennae 


» yo i) 
symmetrischen Funktionen ¢,, ,..+ Cx VON a, &,... %, bedeuten. 


Zu denselben Resultaten gelangen wir auch auf folgende andere Art.* 


* Vergl. auch den Beweis: L, Kronecker; Crelle OE SER OE 
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§ 96. Wir multiplizieren die Gleichungen des Systemes S der 
— Reihe nach mit den noch unbestimmten Gréssen ¥,, Y,, Yo) ++» Yo—2 
a und die letzte mit 1 Yo—1=1, addieren die Produkte und setzen der 
— Abkiirzung halber 


Yo—1 98 —* + Yg_2 9 —* + yo_sqQ2—F +... +9, 9 +4 =1 (9); 
Z so dass wir erhalten 


a UY; AC) + b24(G2) +--.+ Wot (Po) =Ayyt+Ay+--- 
a ---+ Ag_2Yp—2 + Ap_1Yp—1- 


= 


4 Um aus dieser Gleichung 7%, zu bestimmen und folglich y,, vz, 
+++ U, zu eliminieren, braucht man die y nur so zu wahlen, dass wir 
erhalten 


t(P2) =9, 1(Ps)=9, --- HP) =95 4(%1) +O. 
- Nach dem dritten Kapitel § 51 geniigen ¢,, g,, +. Q, einer Gleichung 


, 
_ 
‘ 

A 


a 


Gy 

q o" Grades X(9)—0, 

- deren Koefficienten rational in den ¢, sind, und der Quotient 
X(g) 
—+ =(9—g,)(g— ...(QO— 
ae (9p — G2) (P — Gs) ---(Y — Ye) 


= gt 1 — B, pe—* + Bg? * —,..+ Bo—1 

wird fiir p=,, 93, --- Pp zu Null gemacht; fir p=, dagegen er- 
4 halt F - od . 

ae NE EG) = (G1 — Pe) Gs — Fs) +» (Pi — Ve) 

_ diese Ableitung ist von Null verschieden, da bei von einander unabhin- 


P gigen Z,, L,,... %, die Werte g,, 92, --. Po von eimander verschieden 
_ sind. Wir kénnen daher unseren Forderungen durch die Wahl 
. X(g) 
( a pe 
L(G) SS 
: Yo—2 = — By; Yo—3— + Bz, Yo—4—= — Bs, -- Y= + Bos 
: --geniigen. Setzt man nach dem dritten Kapitel § 51 
X{p) = 9° — 7, 9° 1 + 72. G0? —...+ 70, 
so wird 
. ; F mr 
x) = gt + [9,— 1) 9°? + [97 — Mr, +72) PO? + --y 
1 
S Ye—2= 91-11; Yo—3= 91 —Pin+%2, Yo—s= Py — PP Vit Prla—V55-"* 
A = man erhalt durch Hinsetzung 
naka 
Y= e. 
X'(:) 

Den Nenner wollen wir noch umformen. Es ist 


X'(g,). X'(G,)--- X' (Ge) 
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eine symmetrische Funktion und zwar, wie man aus dem Ausdrucke 
fiir X'(p,) entnimmt, bis auf das Vorzeichen gleich der Diskriminante 


A. Ferner ist 


P) X' (py). X' (Ps)... X' (Pe) 
eine symmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung 
pees 
pa 


und daher rational durch die Koefficienten dieser Gleichung, d. h. die 
y und 9,, oder durch ¢, G,... Ca, @, ausdriickbar. EHrweitert man 
also den obigen Wert von w, mit diesem letzten Produkte P), so er- 


giebt sich RB, (9) 

Y= rege 
wo der Nenner rational und ganz in den ce, der Zahler in den cg und 
y, ist. 


Sollte der Zihler in Beziehung auf gy, den Grad g—1 iiberschreiten, 
so ist eine zweite Umformung méglich. Man bilde namlich 


Big) =X). CG) +B), 
wobei Q(g) den Quotienten der Division R,(y):X(g) und R,(p) den 
Rest derselben bezeichnet. Der Grad des letzteren itibersteigt dem- 
gemiiss die Zahl 9g — 1 nicht. Fiir alle Werte 9,, 2,.-. Mp ist X(p)=0 


und daher EL (ga) = Felon) Ge) 
Rs (G1) 
1 whe 


Man hat damit den Satz: 

Lehrsatz II. Driickt man die g-wertige Funktion qy, durch 
eine andere zu der Gruppe G, von yy gehoérige Funktion gz 
aus, so kann man y als eine rationale gebrochene Funktion 
darstellen, deren Nenner die Diskriminante 4, und daher 
rational und ganz in den ¢, @,...¢, ist; der Zihler wird eine 
ganze, héchstens bis zum Grade g—1 aufsteigende Funktion 
von gy, mit Koefficienten, welche ganz und rational in q, G, 
oC STI. 

§ 97. Die Umkehrung des ersten Lehrsatzes lautet: 


Lehrsatz II. Sind zwei Funktionen gegenseitig rational 
durch einander ausdriickbar, so gehdren sie zu derselben 
Gruppe. 

In der That, wenn die beiden Gleichungen 


p=Rv), v=k@) 
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_bestehen, so zeigt die erstere, dass g bei allen Substitutionen un- 

—geiindert bleibt, welche w nicht ‘indern, so dass die Gruppe von @ 

_-entweder die von w enthalt oder mit ihr identisch ist; die zweite 
_Gleichung zeigt umgekehrt, dass die Gruppe von ~ entweder die von 
gy enthalt oder mit ihr identisch ist. Daraus folgt, dass die Gruppen 
beider F ‘unktionen mit einander iibereinstimmen. 


Anmerkung. Scheinbar geht der in den Lehrsatz aufgenommene 
Begriff der Rationalitiit nicht in den Beweis ein. Es mag daher hier 
ausdriicklich darauf hingewiesen werden, dass dies dennoch in vyollem 
Umfange der Fall ist. Denn wenn z.B. auch der Radikand eines der 
Ausdriicke 


durch die Substitution o=(z,%,) ungeindert bleibt, so ist dadurch tiber 
~das Vorzeichen der Wurzel und den Wert des Ausdrucks selbst nach 
der Ausfiihrung der Transposition 6 noch gar nichts bekannt. Bei 
- rein substitutionen-theoretischen Betrachtungen lisst sich eine Entschei- 
dung hiertiber auch nicht fallen, und daher schrinkt sich das Anwen- 
-dungsgebiet dieser Lehren auf die rationalen Funktionen ein. Wenn, 
wie im zweiten und dritten der obigen Ausdriicke, die Wurzel sich 
wirklich in rationaler Form ausziehen lisst, wo man beziiglich 

a (a, a Xp), oe CA i Xe) 

erhalt, dann erkennt man, dass die Wirkung der Transposition 6 sich 
durch Vorzeichenanderung beim zweiten Ausdrucke fiussern wird, dass 
der dritte dagegen ungeiindert bleibt. Uber den ersten lisst sich 
nichts aussagen. 
: § 98. Durch die Lehrsitze I) und III) ist ein algebraischer und 
ein gruppen-theoretischer Zusammenhang zwischen einer Reihe von 
Funktionen festgestellt. Wir rechnen alle rationalen ganzen Funk- 
_tionen, zwischen denen eine gegenseitige rationale Ausdriickbar- 
; keit besteht, d.h. alle diejenigen, welche zu einer und derselben Gruppe 
_gehéren, zu einer Gattung algebraischer Funktionen. Die An- 
zahl 9 der Werte der Funktionen einer Gattung heisse die Ordnung 
der Gattung. Die verschiedenen Werte einer und derselben Funktion 
-mégen zu unter einander konjugierten Gattungen gerechnet 
~ -werden.* E 
Das Produkt aus der Ordnung einer Gattung und der Ord- 
nung der zugehérigen Gruppe ist gleich m!, wenn » den Grad 
der Gruppe bezeichnet. 


* L. Kronecker: Monatsber. d. Berl. Akad., 1879, 8. 212. 


f 
a, : 
ad 
9 
oe 
. 


108 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen. 


Jede Funktion einer Gattung 0" Ordnung ist die Wurze 
einer Gleichung 9% Grades, deren Koefficienten rational re 
den ¢, G, ++» Gm sind; die ibrigen g—1 Wurzeln sind die kon 
jugierten Funktionen. 

Die Gruppen, welche zu konjugierten Gattungen gehoren 
haben, wenn 9>2, n>4 ist, ausser der Einheit keine gemein 
samen Substitutionen. 

Fiir o=2 sind die beiden konjugierten Gattungen iden. 
tisch. 

Fiir 9=6, n=4 giebt es eine Gattung, die mit ihren fiin: 
konjugierten Gattungen identisch ist. 


§ 99. Bei dem Beweise in § 95 ist der Umstand, dass m und q 
za derselben Gattung gehéren, nicht in vollem Umfange benutzt wor 
den, sondern nur insoweit, als die dargestellte Funktion yw fiir alle 
Substitutionen ungeandert bleibt, welche den Wert der darstellender 
Funktion g nicht indern. Es kénnten also, unbeschadet des Beweis: 
ganges, mehrere Werte w einander gleich werden, was bei den Werter 
von g schon wegen des Auftretens der Diskriminante im Nenner nicht 
der Fall sein darf. Unter der allgemeineren Voraussetung, dass die 
Gruppe von ~ diejenige von g umfasst, erhalten wir daher folgen- 
den Satz: 


Lehrsatz IV. Bleibt eine Funktion w fiir die Gruppe eine1 
zweiten Funktion » ungeiindert, wihrend das Umgekehrte 
nicht statt zu finden braucht, so kann yw in der oben (Lehr- 
satz II) angegebenen Art durch @ rational dargestellt werden 


Wir sagen unter diesen Umstinden, die Gattung der Funk- 
tion ~ sei unter der Gattung der Funktion » enthalten, Dann 
ist also w rational durch @ darstellbar, aber nicht umgekehrt @ durch w. 
Die Gruppe der enthaltenden Funktion g ist in der Gruppe der ent- 
haltenen Funktion ~ enthalten. Zwischen den Begriffen des Enthaltens 
tritt also bei Gattung und Gruppe dieselbe Reciprocitiit ein wie oben 
zwischen den Ordnungszahlen g und ». 


Als Folgerungen schliessen wir an das Dargelegte folgende Siitze an 


Lehrsatz V. Hs giebt stets eine Funktion, durch welche 
beliebig viele andere gegebene Funktionen rational aus. 
gedriickt werden kénnen; diese ist aus jenen linear darstell- 
bar. Ihre Gattung enthilt die Gattungen siimtlicher vor- 
gelegten Funktionen. 
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In der That, es sind die gegebenen Funktionen ¢, yw, y,... durch 
O=ap+Byt+yy+..- 

rational ausdriickbar, falls unter «, 6, y,... willktirliche Parameter 
verstanden werden. Denn die Gruppe von w wird durch diejenigen 
Substitutionen gebildet, welche g, w, y,... gleichzeitig ungeindert 
lassen und daher den Gruppen von g, ¥, y,... gemeinsam sind. Die 
Gruppe yon @ ist also in der jeder einzelnen Funktion qg, v, 7, . 
enthalten, und aus diesem Umstande folgt der ausgesprochene Satz. 

Hinen speziellen Fall desselben erlangen wir, wenn die Gruppe 
von @ sich auf die Hinheit reduziert, w also eine »!-wertige Funktion 
wird. Durch diese Funktion @ ist dann jede andere der » Elemente 
Ly, Lo, ++. Z, rational darstellbar; jede Gattung ist in der von @ ent- 
halten oder mit ihr identisch. Wir benennen diese Gattung die Ga- 
lois’sche Gattung. 

Lehrsatz VII. Jede rationale Funktion der » von einander 
unabhingigen Groéssen 4%, %%,...%, lisst sich rational durch 
eine jede Funktion derselben n Gréssen ausdriicken, welche 
m! Werte besitzt; speziell also durch lineare Funktionen von 


der Form QP =O, X, + O%a +... + Onn, 
bei welcher die a,, o,... a, willkiirliche Parameter bedeuten. 


§ 100. Wir wollen nun auch die Aufgabe zu lésen suchen, eine 
mehrwertige enthaltende Funktion g durch eine wenigerwertige ent- 
haltene Funktion yw auszudriicken. Rational kann dies nach den eben 
durchgefiihrten Untersuchungen nicht geschehen. Die Aufgabe ist das 
Analogon und die Verallgemeinerung der im dritten Kapitel behandel- 
ten, welche die Darstellung einer e-wertigen Funktion durch einwertige 
Funktionen forderte, und deren Losung jene als Wurzel einer Glei- : 
chung o'* Grades mit symmetrischen Koefficienten lheferte. 

Wir kénnen daraus bereits das Resultat ablesen, welches hier zu 
erwarten ist. Es wird lauten: 

Lehrsatz VIII. Ist die Gruppe einer m.o-wertigen Funk- 
tion g in der Gruppe einer o-wertigen Funktion yw enthalten, 
und sind a 
diejenigen m Werte, welche g, bei der Anwendung aller der- 
jenigen Substitutionen annimmt, welche y, ungeandert las- 


sen, so sind jene m Werte von p die Wurzeln einer Gleichung 
m= Grades, deren Koefficienten rationale Funktionen von 


y, sind. 


{ 
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Es werden niimlich, wenn die Substitutionen der Gruppe 


n! 
G=[8,, %,--- Sl, T= ° 
yon y, auf die symmetrischen Funktionen von 9,, 9, --. Pm in An- 


wendung gebracht werden, keine Wertiinderungen dieser Funktionen 
eintreten, da sich nur die einzelnen Summanden unter einander ver- 
tauschen. Es folgt also insbesondere fiir die elementaren symme- 
trischen Funktionen 


Prt Pp +... + Dm = A, (u,) 
Di Po + Pi 93 +--+ Pn—1Pm = Ay (v,) 


Pi P2 ++ Pm= An (1); 
die A, sind hierbei rationale, im allgemeinen aber keine ganzen Funk- 
tionen von ¥,. Man erhialt infolge dieses Systems die Gleichung 


(Ay) p™— A, (41). "1 + As (hy) -p"—* — «- F Am(H) =0, 
deren Wurzeln 9,, 92, --- Mm Sind, und die Gleichung 

(Az) gaa (va) PE AS AM eae inet Ay, (¥2) = 
deren Wurzeln diejenigen m Werte von p sind, welche dem Werte 
w, entsprechen, genau wie 9,, P.,--- Pm dem Werte w, entsprachen. 

Die Nenner der einzelnen A; und daher der Generalnenner siimt- 
licher A; kann, wie oben bewiesen wurde (Lehrsatz II), stets als Teiler 
der Diskriminante 4, aufgestellt werden. Ist ~ eine einwertige Funk- 
tion, so fallt, wie schon aus dem dritten Kapitel § 51 erhellt, dieser 
Nenner ebenso wie der Begriff der Diskriminante weg. 

§ 101. Hin besonderer Fall ist hier hervorzuheben: Sobald nimlich 
die enthaltene Gruppe der Funktion g, welche H heissen midge, mit 
der Gruppe G von wy vertauschbar ist (Kapitel 4 § 77), gentigt es, 
eine einzige Wurzel der Gleichung (4,) zu kennen, um alle rational 
bestimmen zu kénnen. 


Denn wenn 
Diy Poy Psy +++ Pm 


die Wurzeln der Gleichung (4,) und 
H,, H,, H,, ++ Hy 
die zugehérigen Gruppen der gm sind, und wenn wir endlich eine be- 
liebige Reihe solcher Substitutionen von G, welche q, in die einzelnen 
Werte 9,, Y2, +» Pm tiberfiihren, mit 
Beh Maia Cog-aknc Den 
bezeichnen, so ist (Kapitel 3 § 45) 
A, = 6 Hy 6,; Hy = 6," 1 .6,, 0 A ee oe 
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Der Voraussetzung nach ist H, eine ausgezeichnete Untergruppe 
von G, da H, mit G vertauschbar ist; daher wird 
rh: Gah Grit Hi. 

Cee Og OnE Op Ty ne Og eH, Oye, 
Mieraus folgt nun in Verbindung mit den obigen Gleichungen fiir 
die H,, H,—H,—H,=... =H. 
Die verschiedenen m Werte 9,, g2,.-- Pm gehdren also zu einer und 
derselben Gruppe und sind daher rational durch einen beliebigen 
unter ihnen ausdriickbar, wie sich gemiss Lehrsatz I) ergiebt. 

Die Gattung von ~, war unter der von g, enthalten; falls, wie 
hier die Gruppe H, von g, nicht nur in der Gruppe G yon 7, ent- 
halten ist, sondern als ausgezeichnete Untergruppe von G auftritt, 
nennen wir die Gattung von wy, eine ausgezeichnete Untergattung 
der Gattung von q,. 

Lehrsatz IX. Ist die Gruppe von q, so beschaffen, dass 
durch eine Wurzel der Gleichung (4,), z.B. durch g,, alle an- 
deren @,, 3,--- Pm rational dargestellt werden kénnen, dann 
ist die Gattung von y, eine ausgezeichnete Untergattung 
der Gattung von g,; und umgekehrt: wenn die Gattung von 
wy, eine ausgezeichnete Untergattung derjenigen von g, ist, 
so kann man alle Wurzeln der Gleichung (4,) durch irgend 
eine derselben rational darstellen. Die Gruppe von gq, ist 
dann dieselbe wie die von g,, 9;,.-. P~» und eine ausgezeich- 
nete Untergruppe der Gruppe von 4. 

§ 102. Wir untersuchen, wann und wodurch es erméglicht wer- 
den kann, dass (4,) eine binomische Gleichung wird. Wir nehmen 
dabei m als Primzahl an. 

G, sei die Gruppe von 7,, H, die von g,. Soll (4,) binomisch 
sein, mtissen die Wurzeln ,, wg,, w°g,,... @”—'g, zu derselben 
Gruppe gehoren. Es ist also notwendig, dass H, eine ausgezeich- 
-nete Untergruppe von G, ist. Jede Substitution von G, wirkt auf 
die ,, P.,--- Pm Wie eine Substitution unter den q selbst; G, ist 
also einer Gruppe der g isomorph. Diese Gruppe ist transitiv und 
vom Grade m; nach 8. 70 Lehrsatz II) ist ihre Ordnung durch m teil- 
bar; nach 8.49 Lehrsatz X) enthiilt sie eme Substitution der Ord- 
nung m. Bei m EHlementen giebt es nur einen Typus 

t= (M1 Pz +++ Pm) 
fiir eine solche Substitution. Die entsprechende Substitution 7 aus G, 
vertauscht demnach g,, %2,--- Pm cyklisch. Da ferner +” dem ¢™ 
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entspricht, so wird +” alle Funktionen g,, 9, ... Pm wngeindert las- 
sen, und es gehért also +” den Substitutionen von H, zu. 

Unter diesen Festsetzungen kann man eine zur Gattung von 9, 
gehérige Funktion zy konstruieren, fiir welche (4,) binomisch wird, 
also eine Funktion der Gattung von gq, finden, deren m‘ Potenz zur 
Gattung von w, gehort. Dies geschieht folgendermassen: Wir ver- 
stehen unter @ eine primitive m‘* Einheitswurzel und setzen 


Ms ara 1 ax OD, al 0” ps 7 wi eire = poe Die 
Wenden wir auf diesen Ausdruck die verschiedenen Potenzen von 
t oder t an, so ergiebt sich . 
te = Pot ap, + a gyt+...to"—'p, = a-*.4, 
4,=9, +og,+ wy, +...+0"—1y, = o-*.4, 
und also 
"” _ ye =...= hipsters 
Jetzt ist zweierlei nachzuweisen: 1) dass y, zur Gruppe H, von 


@,, 2) dass 7,” zur Gruppe G, von y, gehért. Dadurch ist der auf- 
gestellte Satz bewiesen. 


y, bleibt fiir H, ungeandert, denn g,, »,,... @, thun es. 
Bliebe y, noch bei einer anderen Substitution ungeiindert, so 
wiirde etwa 
Py FOP, He Oh Pm = Pi, FO Pi, +... + O" 1 H;,, 
0” —* (Pn — Pin) +." —* (Pm—1 — Pin 1) ++.» + (Pr — Gi,) = 0 


folgen. Die letzte Gleichung hitte sonach mit der irreduktiblen Glei- 


chung com—1tomm—21  toati=o 
eine und daher alle Wurzeln gemeinsam, d.h. es wiire 
Pi sith Pi, a Po ne Pi, Regs Oar Pin a Pins 


Konstruiert man nun g, nach friiheren Vorschriften als Summe von 
n! 
mo 
nenten (§ 31), so kann 


Summanden von der Form 4,*#,°... mit unbestimmten Expo- 


Pi + Pi, = Po + Pi, 

nur dann stattfinden, wenn auf beiden Seiten dieselben Summanden 

stehen, da ja sonst eine Beziehung zwischen den a, koustituiert wiirde. 

Da ferner g, nur Summanden enthiilt, welche yon den iibrigen 
n} te eke St at 

ie ae verschieden sind, so ist die letzte Gleichung nicht méglich. 


4, gehort folglich zu H,. 
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ti bleibt bei den Substitutionen von H, und bei ¢ ungeiindert. 
Ks ist nun 
G, == (7, 1? t], 
‘ , : n! nm! aa 
da die rechte Seite mindestens Wer nea Substitutionen enthilt, 
-Q Q 


n! 
welche saimtlich in der Gruppe G, der Ordnung 3 enthalten sind. 4," 


bleibt also fiir die Substitutionen von G, ungeandert; aber auch nur 
fiir sie. Denn sonst hiitte 7,” weniger als @ Werte, und die m Wur- 
zel y, aus 4,” weniger als mg Werte, was dem Bewiesenen wider- 
spriche. 

§ 103. Die Angaben iiber G, und H, reichen also aus, um die 
Eixistenz von 7, zu beweisen. Sie sind ferner auch notwendig, wie nun 
gezeigt werden soll. | 

Es moége eine m.o-wertige Funktion y, der Gruppe H, bestehen, 
deren m‘* Potenz 7,” nur g-wertig wird und der Gruppe G, angehért. 
m bedeutet eine Primzahl. 

Da die verschiedenen Werte von y,, welche unter dem Einflusse 
der Sabstitutionen von G, entstehen, sich nur durch Einheitswurzeln 
unterscheiden kénnen, weil ihre m*‘™ Potenzen einander gleich sind, 
so gehoren sie alle zu einer und derselben Gruppe. H, reproduziert 
sich demnach bei der Transformation durch irgend welche Substitu- 
tionen von G,, und H, ist eine ausgezeichnete Untergruppe von G,. 
Sind ferner die m Werte von y,, die sich nur durch Eimheitswurzeln 


unterscheiden, . Nass 
Kas Pr. @ May --- @ M1» 


so giebt es, da alle y, durch Transformation mit gewissen Substitu- 
tionen von G, aus 7, entspringen, eine solche Substitution +, welche 
4, in w7,, also wy, In 7 4,, wy, In w*y,,... tiberfiihrt und somit, wie 
bewiesen werden sollte, alle Werte von y, cyklisch umsetzt. 


Lehrsatz X. Damit in der durch die Gruppe H charakte- 
risierten Gattung von Funktionen solche vorkommen, deren 
p® Potenz zu der durch G charakterisierten Gattung gehéren, 
ist es hinreichend und notwendig, dass H eine ausgezeich- 
nete Untergruppe von G sei, oder was dasselbe ist, dass die 
zweite Gattung eine ausgezeichnete Untergattung der erste- 
ren sei. Dabei werden in G Substitutionen vorkommen, welche 
alle in der Gattung von G enthaltenen, konjugierten Funk- 
tionen der Gattung von H cyklisch vertauschen. 


Hieraus lisst sich leicht der Spezialfall herleiten: 


Netto, Substitutionentheorie. 8 
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Lehrsatzs XI. Damit die Primzahlpotenz y einer p.o-wer- 
tigen Funktion nur 9 Werte habe, ist es hinreichend und 
notwendig, dass es eine mit der Gruppe H von x vertausch- 
bare Substitution rt giebt, von welcher erst die p® Potenz in 
8 vorkommt, 

Hndlich liefert eine Erweiterung dieses Satzes folgendes wichtige 
Theorem: ; 

Lehrsatz XII. Besteht fiir die Reihe 


y y y Y 
G, G,, Gy, Gy... @ 


von Gruppen ein solcher Zusammenhang, dass jede vorher- 
gehende G,-; aus der folgenden G@, durch die Hinzunahme 
einer Substitution +, abgeleitet werden kann, welche mit 
G, vertauschbar ist, und von der erst die p.*, eine Primzahl- 
potenz, in G.—, enthalten ist, dann und nur dann kann man 
durch Auflisung einer Reihe binomischer Gleichungen der 
Grade p., Po, Pos. Py Cine O.p,.p, ... py-wertige zu G, gehé- 
rige Funktion aus einer e-wertigen zu G@ gehorigen ableiten. 


2 


$ 104 Bei der Darstellung einer Funktion durch eine andere 
oa derselben Gattung gehirige kamen wir zu rationalen, gebrochenen 
Ausdniicken, in deren Nenner ein Teiler der Diskriminante der dar- 
stellenden Funktion stand. Wenn wie bisher die 2,, a, ... % als 
von eimander villig unabhingige Elemente angesehen werden, wird 
die Diskriminante einer beliebigen Funktion @ von Null verschieden 
sem, da ja ihre verschiedenen konjugierten Ausdriicke verschiedene 
Formen haben, Bestehen jedoch irgend welche Beziehungen zwischen 
den Rlementen #, so ist es nicht mehr niétig, dass aus einer Ver- 
sehiedenheit der Formen auch eine Verschiedenheit der Werte folge. 
Rs wire demgemiiss, wenn in 
f(x) =a" —¢,2"-1+ qa"? — te, 

die Koefficienten spezielle Werte erhalten, wohl miglich, dass die 
Diskriminante 


, 

Ay = GG, Cy >». Cn) 
Null wird, In diesem Falle wiire g ungeeignet zur Darstellung an- 
derer Funktionen derselben Gattung. Ja es wire denkbar, dass alle 


Punktionen, einer Gattung dieselbe Higenschaft besiissen. Es ist not- 
wendig za beweisen: 


Lehrsatz XTIT, Sind nicht zwei der Elemente « einander 


gleich, so giebé es, was auch sonst ftir Beziehungen unter 


. 
| 
| 
/ 
| 
| 
‘ 


4 
q 
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den x bestehen, stets Funktionen in jeder Gattung, deren 
Diskriminante von Null verschieden ist. 


Den Beweis kénnten wir ahnlich fiihren, wie jenen im § 30. Es 
ist aber bequemer, die dort erlangten Resultate, dass es unter den 
gemachten Annahmen »!-wertige Funktionen von der Form 

QD = Oy + OH, + Wy Hy +... + On Hn 
giebt, hier zu benutzen. Sind nimlich die »! Werte von @ von einander 
verschieden, so kann man a, derart wahlen, dass sie auch verschiedene 
Moduln haben. Denn setzen wir 


gi=m+tmYV—1 (A=1, 2,... n!), 
d=ptqy=1 
in der Weise angenommen werden, dass alle »! Summen 
v= gite'=(m+p)t(mt+QV-1 @=1, 2,... n!) 


verschiedene Moduln besitzen. Denn aus der Gleichung 


(mia +p)’ + (ua + 9)” = (me, +p)? + (ue + 9)” 
folgt bei volliger Willkiirlichkeit von p und g 


so kann 


14—= My, Ui= Uz, 4 
und man kann z. B. p=gq’ und ¢g so gross annehmen, dass auch ein 
Spezialwert von qg die Bedingungen erfiillt. Die uw, seien der Grésse 
ihrer Moduln nach geordnet 
Wry Way Vs, ++ Uns} (mod. wv, > mod. Wi+41)5 
nun nehmen wir die ganze Zahl e so gross an, dass man erhilt: 
OSU EU vet Wat. (A= 1, 2) ...,wl—1). 

Aus jeder Gleichung von der Form 

Ey) Pao + Yo’ + We? +. = Wa? + Os +. 
kann man dann folgern, die Indices a, b, c,... seien den Indices @, 
B,... gleich. Wendet man jetzt die » Substitutionen von G auf yw,’ 
an und addiert die Resultate, so ist diese Summe 

DO =o tds +s? +... +s,” 

eine Funktion mit der gewiinschten Higenschaft. Hrstens niimlich 
indert sie sich fiir G nicht, und zweitens gehoren alle Substitutionen, 
welche den Wert von ow ungeiindert lassen, zu G. Das Erstere ist 
klar; das Zweite schliessen wir aus der Folgerung, die sich an eine 
Gleichung von der Form 4%) kniipfen lisst. o hat @ von einander 
verschiedene Werte; 4, ist von 0 verschieden. 


S* 


~ 
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Sechstes Kapitel. 
Die Anzahl der Werte ganzer Funktionen. 


§ 105. Wir haben bisher nur vereinzelte Siitze iiber die Existenz 
mehrwertiger Funktionen kennen gelernt. Ein- und zweiwertige Funk- 
tionen einerseits (9 = 1, 2); m!-wertige andererseits (@=‘!) bilden die 
untere und die obere Grenze fiir die minder- oder mehrwertigen Funk- 
tionen. Ein wichtiges negatives Resultat wurde im dritten Kapitel 
§ 42 abgeleitet, dass nimlich @ keinen Wert annehmen kann, der 
nicht »! teilt. Weiter ist uns noch nichts bekannt. Wir kénnen aber 
leicht durch die Bildung von intransitiven und von imprimitiven Grup- 
pen eine Fiille spezieller Resultate erhalten. Nur sind alle diese po- 
sitiv, wihrend die negativen, durch welche etwas iiber die Nichtexistenz 
von Funktionen ausgesagt wird, gerade die interessanten sind. 

Die allgemeine Konstruktion der intransitiven Gruppen wiirde, 
wie in § 90 sich zeigte, ein genaueres Hingehen auf den Jsomorphis- 
mus in weitestem Sinne fordern. Wir begniigen uns damit, die ein- 
fachsten Bildungen anzugeben. Sind n=a+6+c-+... Elemente vor- 
handen, und bilden wir aus a derselben eine symmetrische oder alter- 
nierende Gruppe, ebenso aus } anderen von denselben eine symmetrische 
oder alternierende Gruppe u.s.w., so erhalten wir durch die Multi- 
plikation der Substitutionen dieser einzelnen Gruppen unter einander 
eine intransitive Gruppe des Grades m und der Ordnung 


r=eé.alblel..., 


wo ¢=1,+,4,1,... ist, je nachdem man bei der Gruppenbildung 
keine, eine, zwei, drei, ... alternierende und im tibrigen nur symme- 
trische Gruppen verwendet hat. Es wird dementsprechend 

n! 
é.albtel... 


o= 


die Anzahl der Werte der zugehérigen Funktionen sein. Ist nur » 
gegeben, so kann man also Funktionen finden, die einem beliebigen 
in der angegebenen Weise gebildeten @ geniigen. Nehmen wir z. B. 
n—=5, so lassen sich aufstellen: 


a=5; é=1, o=1; QD, = 1, %y%y XL, Lp. 
a=d; E=4, 0=2; Pz = (2, — my) (@, — ty) .... Org He). 
a=—4, b=1; «=1, 9=5; 9, =%,%,%,%. 
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G4 b= 15 e= 3, 0-10; y= (%,—2)(4,—25) (4, — 1%) 
(L_—s) (H — 24) (g— 2). 

a=3, b=2; E=1, o=10; 9, = 2,%,%,+ 2,2, 

a—3, b=2; E= 3, 0-20; g= (%,—2,) (4, — 4p) (4, — 2) 
+ 44X55. 

QP, = LL, Ly + Ly — Le. 

a=—3, b=2; =F, 0=40; G3 = (%,—2) (4 — 45) (%y—4y) 

ee 


a=3, b=1, c=1; ¢=—1, 0—20; g,—%,%,4. 


Die imprimitiven Gruppen, deren allgemeine Konstruktion oben 
in § 73 angegeben worden ist, geben in gleicher Weise Gelegenheit 
zur Bildung von Gruppen und damit yon Funktionen mit gewissen 
Wertanzahlen. Fiir x6 erhielte man z.B., je nachdem man zwei 
Systeme der Imprimitivitat von je drei Elementen oder drei Systeme 
von je zwei Elementen annimmt, mehrere Gruppen, deren Kenntnis 
nur yon derjenigen aller Gruppen der Grade zwei und drei abhinegt. 


§ 106. Allgemeine und fundamental wichtige Resultate erhilt 
man aber auf diesem Wege nicht. Wir greifen die Untersuchung da- 
her von einer anderen Seite an, welche uns zuerst eine Umwandlung 
unserer Frage erlauben wird. 

Ist die e-wertige Funktion gy, mit ihrer Gruppe G, gegeben, so 
bilden wir dieselbe Tabelle, welche wir bereits in § 41 benutzten. 
Diese enthalt in @ Zeilen alle m! Substitutionen; in der ersten diejenigen, 
welche g, nicht andern, in der zweiten diejenigen, welche g, in g, 
umwandeln u.s.f. Die Tabelle lautet 


* pa > ; . Y 
So esil. | Sy, Sasuke G 


1 
- + . U 
62, S,G—, S555,-... 8-63; Gy. 6, 
G5, S265, -85955, ... Sp5g5 G,. Oy 
> . Y 
Cop PaO cg. ese Ops one SrOpa” are Ope 


Wir untersuchen die Verteilung der Substitutionen eines bestimm- 
ten Typus innerhalb dieser Tabelle. 

A) Es giebt »—1 Transpositionen von der Form (2, #2); ¢=2,3,...n. 
Ist also e<~m, und kommt in der Gruppe G, von g, keine Transposi- 
tion von der Form (%,%) vor, so sind diese » —1 T'ranspositionen auf 
héchstens n— 2 Zeilen verteilt; demnach miissen in einer der auf die 
erste folgenden Zeilen mindestens zwei derartige Transpositionen auf- 
treten. Hs mégen die folgenden sein: 
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Sq07=(% Xa), Sp62= (a ty) 
dann ergiebt sich, dass eine Kombination beider 


(1, 0:05) = (0,8) (0 2) = 5062 (5961)? = 85207-1591 — Sux 1 = Sy 


in G, vorkommt. Es muss folglich fiir o<n m G, entweder eine 
Transposition oder eine Cirkularsubstitution dritter Ordnung vorkom- 
men, welche ein vorgeschriebenes Element «, enthilt. Dasselbe gilt 
fiir jedes andere %;. 

B) Es gieb ages!) Substitutionen von der Form (#eas), (a—B 
n(n — 1) 
anes 

der Tabelle keine Transposition (7¢%;) vor, so treten in irgend einer 
anderen Zeile sicher mindestens zwei auf. Stimmen diese in emem 
Elemente tiberein, wie etwa (2g), (%.#,), 80 erhalten wir, wie soeben 
durch Multiplikation eme in G, enthaltene Substitution (a. #3 2,); 
stimmen die beiden Transpositionen in keinem Elemente tiberein 
(Gatp), (%,%)), so ergiebt sich durch Kombination eine in G, ent- 
haltene Substitution s;—= (#.%3) (wx). G, enthalt also jedenfalls eme 
Substitution von nicht mehr als vier Elementen. 

C) Es giebt (n—1)(n—2) Substitutionen von der Form (a, 2.23), 
(a--B=2,3,...n). Ist also e<(m—1)(m—2), und kommt in G, 
keine Substitution der angegebenen Form vor, so erhalt man in einer 
anderen Zeile der Tabelle mindestens zwei; eine Kombination derselben 
zeigt, dass G, Substitutionen von drei, vier oder fiinf Klementen ent- 
halten wird. 


=1,2,...m). Ist also o< und kommt in der ersten Zeile 


So erhilt man eine Reihe von Siitzen, von denen wir einige zu- 
sammenstellen: 


Lehrsatz I. 1) Ist die Anzahl @ der Werte einer Funktion 
nicht grésser als n—1, so enthilt die Gruppe der Funktion 
eine Substitution von héchstens drei Elementen, unter denen 
sich ein gegebenes befindet. 2) Ist die Anzahl @ der Werte 


’ : A n(m—1 : 
einer Funktion nicht groésser als Anat) so enthalt die 


Gruppe der Funktion eine Subebituiion von héchstens vier 
EKlementen. 3) Ist die Anzahl o@ der Werte einer Funktion 


n(m — 1) (m— 2) 
3 


Funktion eine Substitution von héchstens sechs Elementen. 
4) Ist die Anzahl der Werte einer Funktion nicht grésser als 


nicht groésser als , So enthalt die Gruppe der 


n(n —1)(n—2)...(0sh+1) 
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i , So enthalt die zugehorige Gruppe 
eine Substitution von héchstens 2k Hlementen. 5) Ist die 
Anzahl der Werte einer Funktion nicht grésser als (n—1)(n—2) 
...(w—k-+1), so enthalt die zugehérige Gruppe eine Substi- 
tution von héchstens 2k—1 Elementen, unter denen sich ein 
n 


vorgeschriebenes befindet, so dass also mindestens SEEST 


derartige Substitutionen vorhanden sind. 


Die Frage nach der Anzahl] der Werte mehrwertiger Funktionen 
ist infolge dieser Resultate auf eine: andere, namlich auf die nach der 
Existenz von Gruppen reduziert, welche Substitutionen mit einer ge- 
wissen Minimalanzahl von Elementen besitzen. 


§ 107. Stellen wir das erste der Resultate unseres Lehrsatzes mit 
friiheren Sitzen zusammen, so erhalten wir den Beweis eines wichtigen 
Theorems. 

Wir wissen aus dem vierten Kapitel Lehrsatz I), dass die Ord- 
nung einer intransitiven Gruppe héchstens (n— 1)! ist; folglich ist die 
Anzah] der Werte einer Funktion mit intransitiver Gruppe mindestens 

! 


at =n; fiir eine solche Funktion kann also @ nicht kleiner als n 

sein. Aus Lehrsatz XII) desselben Kapitels ersehen wir, dass die Ord- 
!\ 2 

nung einer imprimitiven Gruppe héchstens 2! (5) ist; folglich ist 


die Anzahl der Werte einer Funktion mit imprimitiver Gruppe min- 


! 
destens ——~" ; diese Zahl ist fiir »—4 kleiner als , namlich 


hat eee 
2! 5! 5! 


gleich drei; fiir >4 dagegen ist sie grésser als n. Also kann fiir 
n>4 bei einer solchen Funktion 0 nicht klemer als ” sein. Bei pri- 
mitiven Gruppen folgt aber aus dem vierten Kapitel Lehrsatz XIII) 
wegen des ersten Resultates unseres Lehrsatzes aus § 106, dass fiir 
o<m die Gruppe alternierend oder symmetrisch, @ also = 2 oder = 1 
ist. Die imprimitive Gruppe, welche zu »=4, g=3, r=8 gehort, 


- ist uns bekannt; es ist die schon vielfach besprochene. So folgt: 


Lehrsatz If. Ist die Anzahl o der Werte einer Funktion 
nicht grésser als m—1, so ist entweder g=1 oder =—2; die 
Gruppe der Funktion wird also die symmetrische oder die 
alternierende sein. Hine Ausnahme findet nur fiir n=4, e=3 
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r=8 statt bei allen den zur Gruppe von P=d,%+%%, ge- 
hérigen Funktionen. 


§ 108. Wir wollen denselben Satz noch einmal von eimem anderen 
Beweisgrunde aus ableiten.* 


Es sei m eine 9 <n-wertige Funktion, deren Werte wir durch 


Pi, Po, Pz, +++ Po 


bezeichnen. Wendet man auf diese Reihe irgend welche Substitutionen 
an, so vertauschen sich lediglich die @ Werte untereinander, wie wir 
bereits friiher sahen. Wendet man jnsbesondere auf diese Reibe eine 
Substitution der zu gy, gehdrigen Gruppe G, an, so vertauschen sich 
die @ Werte derart untereinander, dass gy, dabei seinen Platz nicht 


! . . 
verlisst. Alle r= bee >(n—1)! Substitutionen von G, wirken also in 
0 : 


der Weise, dass sie nur 9, $3, .-. %, in andere Stellungen bringen. 
Solcher Stellungen giebt es, da e< ist, héchstens (e —1)!<(n— 2)! 
verschiedene; folglich werden unter den 7 >(n— 1)! Substitutionen von 
G, mindestens zwei dieselben Anderungen der 9, 93, --- Pg unter 
einander hervorbringen. 6, t seien solche Substitutionen; dann wird 
o.t—' alle gm an ihren Platzen lassen. Es ist also 6.1! eine von 
der Hinheit verschiedene Substitution, welche alle 9,, 9, ... Pp un- 
geiindert lasst und daher zu den Gruppen G,, G,, ... Gg gleichzeitig 
gehort. Nach dem dritten Kapitel Lehrsatz XI) erkennt man _hier- 
aus die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes. 


§ 109. Sucht man nun, um zu allgemeineren Fragen zuriick- 
zukehren, alle Funktionen, deren Wertezahl eine gewisse, vom Grade 
nm abhingende obere Grenze nicht tiberschreitet, so kénnen wir, was 
im vorigen Paragraphen fiir eimen besonderen Fall geleistet wurde, 
gleich allgemein abthun, niimlich die Betrachtung der weniger wich- 
tigen intransitiven und imprimitiven Gruppen. Wir gehen dabei auf 
die im vierten Kapitel gegebenen Bildungen zuriick. 


Fir die intransitiven Gruppen haben wir als Maximalordnungen 
erhalten: 


, 1) r=(n—1)!, wenn ( — 1) Elemente eine transitive, symmetrische 
Gruppe bilden und das letzte Element sich an der Substitutionen- 
bildung gar nicht beteiligt. Es wird 9 =n. 


* L. Kronecker: Monatsber. d. Berl. Akad. , 1879, S. 211. 
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(n—1)! —~ 


a 5» Wenn (n—1) Elemente eine alternierende Gruppe 


bilden und das letzte Klement sich an der Substitutionenbildung gar 
nicht beteiligt. Es wird 9 =2n. 


3) r=2!(n—2)!, wenn (n—2) Elemente eine symmetrische 
Gruppe, die beiden anderen eine Transposition bilden und beide Grup- 
n(n —1) 

5} 

4) r=(n—2)!, wenn entweder (7 — 2) Elemente eine alternierende 
Gruppe, die beiden anderen eine Transposition bilden und beide Grup- 
pen mit emander multipliziert werden; oder wenn (n—2) Elemente 
eine symmetrische Gruppe bilden und die beiden anderen sich an der 
Substitutionenbildung nicht beteiligen. Es wird 9=n(n—1). 


pen mit einander multipliziert werden. Es wird 9= 


So kann man fortfahren. 


Fiir imprimitive Gruppen erhalt man: 
\2 
1) r= 2! (eo , wenn man zwei Systeme der Imprimitivitat von je 


2 


~ Blementen hat, aus jedem die symmetrische Gruppe bildet, und beide 


2 
Systeme auf alle Arten mit einander verbindet. Es wird 9= 


ber 74.6, $>.-. wird e==3, 10,35,.:.. 2-(F) 


yn! 


1\3 

2) 7=3! al wenn man drei Systeme der Imprimitivitat bil- 
i 
3 
stellt und diese drei auf alle méglichen Arten kombiniert. Es wird 


n! Bs ’ ale 
—~3; fir n=6,9,12,... erhalt man 9 = 15, 280, 5770,... 


~ 3G) 


8 
3) T= - (G): wenn die obigen drei Systeme der Imprimitivitat 


det, jedes zu = Elementen, von jedem die symmetrische Gruppe auf- 


nur gemuss der Gruppe [=[1, (y, 4243), (Yi: ¥s¥e)] (vergl. § 73) kom- 


! 
_ biniert werden. Es wird 9=- : 


! 
@ = 30, 560, 11540,... 3° (ess 


Wie man sieht, wachsen die Werte von 9 in ausserordentlich 
schneller Weise. | 


33 fir n=6,9,12,.. erhalt man 


§ 110. Wir untersuchen nun im Anschlusse an die Resultate von 
§ 106 die primitiven Gruppen, welche Substitutionen von vier, aber 
keine von nur drei oder zwei Elementen enthalten. 
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Eine der vorkommenden Substitutionen von vier Elementen sei 
$= (Wady) (@2%s). Eime soleche muss vorhanden sein, denn aus dem 
Vorkommen von 6 = (#eas2)2)) wiirde durch Quadrierung der auf- 
gestellte Typus s folgen. 

Es sei So = (@, Ve) (%_%q) 
die in der primitiven Gruppe G vorkommende Substitution von vier 
Hlementen, welche wir zum Ausgangspunkte wihlen. Wir transformie- 
ren s, durch alle Substitutionen von G und kommen dadurch nach 
der Methode von §$ 74 zu einer Reihe von Substitutionen desselben 
Typus, durch welche 2,, 2, %3, ©, mit allen tibrigen Elementen m 
Verbindung treten. Es sind also in @ Substitutionen vorhanden, welche 
s, ihnlich sind, und welche ausser einigen der alten Elemente 2,, 2, 
Xs, %, noch neue Elemente %,, %, ,,... enthalten, welche sie mit 
jenen in Verbindung setzen. 

Dies ist auf dreierlei Arten méglich, je nachdem ein neues, zwei 
oder drei neue Elemente mit drei, zwei oder einem alten Elemente 
verbunden auftreten. Achtet man darauf, dass es lediglich auf die Art 
der Verbindung der alten mit den neuen Elementen ankommt, nicht 
auf die Benennung derselben, so erkennt man, dass es nur fiinf typi- 
sche Formen geben kann, niimlich folgende: 


1) (2, 23) (5 Ge), (ao) (eae) 
I) (215) (XX), (2, %) (w3X%q), 
Ill) (%, Hx) (aX). 
Bei der ersten von diesen macht es z. B. keinen Unterschied, ob man 
sohreibt (®1 a) y%s)y— (®Xa) (rs), (Ma) (2 Xs)5 


bei der letzten, ob man w, mit 2, x, x, vertauscht u. a w. 

Die erste und die fiinfte dieser Mdglichkeiten fallen sofort weg, 
da man aus ihnen Schliisse ziehen kann, welche gegen die Annahmen 
iiber die Natur unserer Gruppen verstossen. Man findet namlich, dass 

(yy) (Wyey) - @, Ly) (WyWs) = (®yXy%) 

[a @y) (@g®y) « Wy ®s) (&ye_) P= (@ Xp) 
nur drei Elemente enthalten, wiihrend doch derartige Substitutionen 
in unseren Gruppen nicht vorkommen sollten. 

Rs bleiben daher nur drei Fille zuriick, welche wir der Reihe 
nach zu untersuchen haben: je nachdem G ausser s, noch eine der drei 
Substitutionen enthilt 

A) (®, 3) (®yats), 
B) (Xs) (aXe), 
C) (2,4) (a2) 


= 
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§ 111. A) Es kommt in der primitiven Gruppe vor 
$3 —=(H1 Fz) (Hy 2s), = (7,23) (Zs). 
“Folegich findet sich m thr auch 


t= 8,8, = (£,4;452,2,) 


= 


und die Transformierten von s, durch die Potenzen von ¢ kommen m 
_G gleichfalls vor 
5, = (4245) (125), = (i ) GIFs), &=—(Z,4,) (BH), 
Sg—(Z,Lz) (Ze%5), $5 —= (FZ) (4524). 
Da ¢ eine Cirkularsubstitution der Primzahlordnung p—5 ist, 
ist nach § 75 die Gruppe G des Grades n mindestens (m — 4)-fach 
_ transitiv. 

Ist n>7, so wird G alternierend oder symmetriseh sein. 
Dann cain also eine Gruppe mit den verlangten Eigen- 
_schaften nicht. 

Denn fir n>7 ist G mindestens dreifach transitis. Es giebt alse 
in G eine Substitution t, welche z, nicht umstellt, z, durch %, und 
: 4%, durch x, ersetzt. Transformiert man durch diese die Substitution 
BS. so entsteht J = 6-'8,6 = (4,55) (Zs). 
; Wenn «, zu den Elementen +,, 2,, 4,, 4, gehort, damn hat # 
p mit S, nur ei Element gememsam. Gehdrit z, m den Elementen z,, 
“Z,---, so hat # mit jeder der Substitutionen =, %,--- = mor «em 
Element gemeinsam. Beide Annahmen fihren auf die im vorigen Pa- 
_ragraphen besprochene und beseitigte Méglichkeit IID). 

“! Es sind, wie man leicht erkennt, fiir » — 4 nur zwei entsprechende, 
aber imprimitive Gruppen vorhanden. Gruppen des Typus A) giebt 
es also héchstens fir n—5 oder n—6. 


§ 112. B) In diesem Falle kommen in G vor 

z = (L,Lz) (Fz Lq), t—(L,Lq) (Z,%,) 

und folglich auch die Kombimation beider 

| U= 55105, = (4,25) (425)- 

Durch diese drei Substitutionen sind die sechs vorkommenden Ele- 
“mente 2,, %,,--. %, noch nicht transitiv mit eimander verbanden. da 
gwischen z,, Z, und 4,, 4, 4, 4, noch kein Zusammenhang besteht. 
Es muss also eine Substitution des Typus (%.%:)(%,%;) in der Gruppe 
yorkommen, welche 2,, %,, 4, , mit anderen Elementen verbindet. 
Enthielte diese Substitution drei der Elemente z,, %,, %;, 2, und sur 
ein neues, so wiirde sie mit » drei Elemente gemeinsam haben. Man 
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KAme also entweder auf den Typus A) oder auf die erste der beiden 
MSglichkeiten von I) in § 110 gurick, Das Eine ist erledigt, das 
Andere beseitigt. Wenn die neve Substitution nur eins der Elemente 
By By By Me Und drei andere enthielte, so trite sie mit v zum Ty- 
pes 111) aus § 110 zusammen, Auch dies ist zu verwerfen, und es 
dleibt nar Uhrig, dass zwei der vier Elemente mit zwei neuen verbun- 
den yorkommen. Die geforderte Substitution muss also eine der For- 
men haben (@ a) (Me), (ea) (%p%), (@Xa) (eX), 

(&y Xa) (Wer), (ya) (We), ya) Wy %)- 
Von diesen stehen die erste, dritte, vierte und ftinfte zu rt, die zweite, 
dritte, finfte und sechste zu ce in der durch C) charakterisierten Ver- 
bindang. 

Die Behandlung von B) fihrt also notwendig auf C), so dass 
alle ex B) gehdrigen Gruppen bei der Untersuchung der zu C) ge- 
hdmigen sich finden miissen. Wir kinnen uns daher auf diese letzten 
beschrinken. 


$ LIS. C) In diesem Falle kommen in der gesuchten Gruppe 


G, = (HX) WX), Gy — Way) WgXQ), Fg — 5-16, 6, — (Way) (HM) 
yor, 
Wir behandelm guerst den Fall »— 6. 


Die Elemente 2,, @, 2% sind noch nicht mit 2, 2, 2% verbunden. 
Rime Verbindang nach dem Typus (ats) (@2e) muss. stattfinden. a 
mige gu den drei Elementen 2,, 2, 2; gehdren. Ware 2 gleich a, 
oder gleich 2,, so transformierte man durch 6, oder 6, und erhielte 
damm (2.2) (Weta), SO dass also «= 1 vorausgesetzt werden darf. Dann 
sind die miglichen Substitutionen folgende: 


@) (%R)]&xr), (Hi %) (MMe), (H%) ew), m=3, 4, 6. 
8) (& x) ar), m,n, p=3, 4, 6. 
Y) Mmm) &e), @r)&*), m,n—=3, 4, 6. 


Die drei ersten Substitutionen sind gu verwerfen, da ihre Produkte 
im 6, &, 6 auf § 110, 1) oder auf Substitutionen mit nur drei Ele- 
menten fihren. Bei der Substitution der zweiten Zeile findet dasselbe 
statt, Hs bleiben also nur noch iibrig, je nach den Werten von m, »: 


Ct) HAD, C2) C2), 
(rs) a) Xs) 2s), 
A) WM), LX) GAY} 
(HX) MD), 2) prs), 
es) sate) 28s) pp), 
(2) sX—)y XW) HX) 


| Sechstes Kapitel. Die Anzahl der Werte ganzer Vonktionen. 1% 


- 


Die zweite und vierte Zeile muss ansgeschlossen werden, da ihre 
_ Substitationen mit 6,, die dritte und sechsie, weil ihre Substitutionen 
mit 6, je drei Elemente gemeinsam haben. 
Die erste Zeile steht m 6, in derselben Beziechung wie die finite 
zu 6,; wir kénnen uns also ohne Beschrinkung mit der Betrachtong 
_ der ersten allein beschaftigen. 
; Jede ihrer Substitutionen raft mit ¢, moltipliziert die andere her- 
vor. Man kommt also zo allen ectwa fir »=—6 vorhandenen Gruppen, 


wenn man te 
G,—= (£24) \Fz44) 


«20 6,, 6, 6, binzunimmt. 
§ 114. Wenn der Grad dex Groppe gréaser itt als 6, 00 kounen 
im den drei Zeilen a), B), 7) des vorigen Paragraphen die Indices 
m,n, p auch Werte annehmen, welche grisser sind als 6. Wan e- 
_ kennt aber sofort wieder, dass die drei Aunahmen won +) jodenfalle 
auf Widerspriiche fahren Bei 8) und 7) kann man 20 Substitationen 
_ gelangen, welche die Bedingungen, denen geniigt werden wll, nicht 
_verletzen. Die Durchfihrong zeigt, dass, wie dies auch immer ge- 
é schehe, eine Kombination der erhaltenen Substitutionen mm einer Cir- 
_ kularsubstitution von sieben Elementen filrt. 
Folglich ist nach § 75 die Gruppe mindestens (n — 6)-fach transitiv. 
z Ware n>9, s0 ware G mindestens 3-fach transitiv, enthielte also 
 eime Subsiitation, welche +, nicht umsetzte, 2, und +, mit emander 
4 vertauschte. Wendet man diese Substitation sal 6, ah, #0 embeteat 
a o' =(£,L5) (ZpLa); 
also, da o' mit 6 drei Elemente gemeinsam hat wed wm der Wiglics- 
“keit A) a entgchen, Sn=t, Es wird also 0 gleich dem 6, des 
vorigen Paragraphen. 
3 Danach ist die Untergruppe, welche 7,, %, --. %, euthalt, bereits 
einfach transitiv. Nimmt man dam die Cirkolarsubstitution mit sieben 
‘Elementen, so erbalt man eine zweifach transitive Gruppe ond erkennt 
aus § 76, dass G mindestens (nu — 5)-fach, also fiir w 79 reindestens 
A-fach transitix ist G enthzlt also ein 4 
t= (L;) (L_hs) (FFs -+-) 
26, =(L,45) (ZAs), 
80 y dass man auf jeden Fall zum Typus A) gelangs. Pir 1 >% get 
ad also keine Gruppen der verlangien Kigenschaften. 
Lehrsatz 1. Obersteigt der Grad einer Gruppe, welche 
Substitutionen von vier, aber keine von drei oder zwei Ele- 
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menten enthilt, die Zahl 8, so ist die Gruppe intransitiv 
oder imprimitiy. 

Verbindet man hiermit die Resultate der §§ 106 und 109, so 
folet: 

Lehrsatz IV. Ist die Anzahl 9 der Werte einer Funktion 
nicht grésser als +” (m—1), so wird dieselbe fiir n>8 sym- 
metrisch in »—2 Elementen einerseits und in den beiden 
iibrigen andrerseits sein; oder es wird fiir sie g=2n, und die 
Funktion ist alternierend in (#—1) Hlementen; oder es wird 
o=n und die Funktion ist symmetrisch in (n—1) Elementen; 
oder g ist =1,2, und die Funktion ist symmetrisch respektive 
alternierend in allen » Elementen.* 


§ 115. Wir schieben jetzt einen Hilfssatz ein, dessen wir zum 
Beweise eines allgemeineren Theorems bediirfen.** 

Nach § 75 Lehrsatz XVI) kann eme primitive Gruppe, welche 
die alternierende Gruppe nicht in sich schliesst, keine Cirkularsubsti- 


; : 2 
tution eines Primzahlgrades enthalten, welcher geringer ist als z" 
Bedeutet p eime beliebige Primzahl, welche kleiner ist als =" und pt 


3 

die héchste Potenz von p, welche in ! aufgeht, so ist die Ordnung 
einer primitiven Gruppe G nicht durch p/ teilbar. Denn sonst um- 
schlésse G eine Untergruppe, welche der Gruppe des Grades x und der 
Ordnung p/ ahnlich wiire; diese aber enthialt nach der Konstruktion 
eine Cirkularsubstitution des Grades p, und das miisste demnach mit 
G gleichfalls der Fall sein. Daher enthilt @=2!:r den Faktor p 
mindestens einmal. 

Was von p bewiesen ist, gilt fiir jede Primzahl, die < 
also auch fiir ihr Produkt. Daher folgt: 


2n. 
3 ist, und 
Lehrsatz V. Ist die Gruppe einer Funktion, welche mehr 
als zwei Werte besitzt, primitiv, so ist die Anzahl der Werte 
dieser Funktion ein Vielfaches des Produktes aller Prim- 
' Qn. 
zahlen, welche kleiner als > sind, 
* Cauchy: Journ, de |’Heole Polytechn. X Cahier; Bertrand: ibid. XXX 
Cahier; Abel: Oeuvres completes I. p. 183-21; J. A. Serret: Journ. de 1’ Ecole 
Polytechn, XXXII Cahier; C. Jordan: Traité etc. p. 67—7. 


“ C. Jordan: Traité ete. p. 664. Note C. 
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§ 116. Mit Hilfe dieses Satzes kimmen wir Folgendes seigen: 
_ ebrsatze VL Es bedeute & irgend cine koustante ZahL 
Die Funktionen von w Elementen, welche in Bezichung anf 
n—k derselben alternierend oder symmetrisch sind, haben 
| weniger Werte als diejenigen, welche es nicht sind Var 
kleine Werte von » lasst der Satz Ausnshmen 10: oberhels 
_ einer gewissen, von k abhangigen Grenze fir » ist er stets 
 ‘riehtig* 
2 Ist @ eme in »—& Elementen altermierende Punktion, « ist Ge 
' Ordnung der mugehorigen Gruppe ein Vielfaches vom 5 (u—ky!. die 
a ee o der Werte dieser Funktion daber bichstens gleich 
» A) 2.n(m—1)(n—2) --. w—k+ 1p 
/ Ist & eme Funktion, welche weder zltermierend noch symmeirisch im 
_#—kE Elementen ist, so kann sie entweder im Besichung anf weniger 
- als auf n—k Elemente transitiv sem, oder in Besichang anf 1—z 


| alternierend im den »—z transitiv vervundenes Biemsenten werden. 
Wir suchen far beide Palle cin Minisom der Weriezzhl v0 © 


ist, als das eben gefundene Maximeum A) der Wertezsh) 10m ¢. 


BE § 117. Es sei merst ¢ wach weniger als 1 —k Elementen tran 
'sttiv. Damn ist die Ordaung der mgehérigen Grappe cin Teller vm 
7 2414! ---, wem 4,44,4+4,4-.-—4H, (e<n—ky 

ean wenn ems dex i so gross als 


“ 


_%>2KE+1 vorausgeseizt. Das Weximon far die ieee dex Gnigte 
alien (a—E—1yt E+ 0! 
das Minimum fir die Wertezahl von & 


. 8B a! . —2@-Y@-2)... (s—k) 
ey = G—E-IN ELI 6 —C«*dL«2-3 --- HD) 
erkennt, dass dieses Minimum By das Maximum A) therteriit, 
K>E+2(k+1)! 


wird. Dies ist sonach die Grenze. cberhalb deren im ersten 


| @<&); wor darf im letzieren Faille © nicht anch symmctrisch her | 


"und werden dabei zeigen. dass es fir hinrcichend grosse = grins 
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§ LIN Bs si mer ma oweiten Falle uw nach (e—2), (e <2) 
EBlementen tramsitiv, aber aach iesen Hlementen weder altermierend 
mech symmetrixch. Die Grappe @ vor v kt intransitiv; die Substita- 
tionen derselben Sad also Produkte aus je owei anderen, von denen die. 
@imen, welche ,, 6, ... heissen migen, mar die Elemente Kits toe 
tramsitiv verbimden, wihrend die anderen r,, Gq, ... mar die Torigen 
Blemente 2, .4:, ... % enthalien. 
Uke Sabdstitutionen der Grappe & vor w haben damn die Produkt 


Re & F. @%, Sm, sass ST. Sy Sse, a 


wobei eim und dasmelbe © mit mehreren verschiedenen rt verbunden | 
verkommen Kamm, Es St chee Schwierigheit ga erkemmen, dass jedes_ 
& gleich off anfintt, so dass die Ordmang der Gruppe G ain Viel 
faches der Ordnang der Girappe S=[6,, «, ...] wird. 

Wir wollen seigen, dass ~ weder altemierend noch gymumetrisch 
sein Kann, da sonst anckh @ alternierend oder symaetrisch in (@—2) 


Sabsiitaiionen €.1, (sta) "=@,65—", welche mar die Elemente . 


gar Kemen Eindes anf 1 aasthen Kinane. # bildet also auch eine 


@ gleich dem Produkte aus x! und der Maximalordmang einer nicht | 
altermierenden, transitiven Grappe von (@ — x) Rlementen. Diese mige 
R(w—x) heisen, Dam ist das Minimam fir die Wertesahl vou 
3 eat ne). dD), | 
xi Ria—x) R(e—x) x! : 
Wir haben jetzt mech R(a—x), die Maximalordaung einer trane 
siiven, mehi altermicrenden Grappe ror (w—x) Rlementen oder | 


(m— x)! 


R(w—x)* SS Misimalsahl Ser die Werte ciner transitiven, nicht alter | 


' 


~~ 


~ 


mierenden Faaktion rea (#—2x) Elementen 2a dastimmen, 


Recashce Tayi, Sie Auras) ber Werte guunes ¥onktionen. 129 


. Ist diese Fauklion dex (n—2) Wlemente imprimitiv, so wigt 
i dex Leursats ans | 72, dass die Minimalzsh) folgende wird: 


t—t 

f (nay! 7 (a—xzj (n—z—1).. pd fae e +1) 
DY Bite —ayty?~ 2 ia! 
| Stun wir dics in C) an, 9 ethalten wir als Minimum fGr die 
4 Wertesh) 192 
a(a—1)... (a—2z4+1)(n—Zz)... “; +1) 

Cj) -4 ; 2 ; 
4 - Te) ae Bie a—ajf! 
| Diese Vahl sexgicichen wir it der Maximaliehl A) und untersuchen, 
Ob ther emer gewissen Grente Yor n ber Wert ,) grimer wird als 
Aj, Ob. ob mon oho 


a(a—1)...% ie wens oo "5 +1) 


4. #1 = "= 6 .a—1).. _a—k#) 


Bei wachsendem wink” + 1<m—k-+1; es ish also m bewvisen, dass — 


(s—E)(e—k—1)... wt 41)>4. zs 


wi Dies it exvichtic:, wild man tie recite Sette unter da 
Porm starcist é 
ang—ay-([*5"| *—* -1|--- b-240). 


Dem jac itt der erste Vaktor fir wacisende n onstant, und “das 
VerkZitnis der Sinken Seite wor wweiten Kiemmer der rechten Seite hat 
wor Gren ate 

5 , ee 

«$120. Ik endlich dic Funktion w der (n —z) Biemente primitiv, 
yw grein wir aut den Hillesstz v0 $115 martick. ¥s folgt aus ihm, 
dass die Minimaleah) der Werte von © das Vrodokt ans allen Prim- 
m with, wedie kiciner ale %(n-—x) sind. Wir wollen dieses 
dorch 


ante 


Pihres wir « in C) cin, 10 exgiclt sich 

p 2@—2)] se — 0) (a—z+1) 

er Z i 
c.. , - 


‘ 
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Es muss nun auch hier gezeigt werden, dass fiir hinlanglich 

grosse n der Wert A) kleiner ist als C,), oder dass 
pl? C=] 59x (a—x) (nx —1) . @—BFD) 
wird. Die rechte Seite wifd stark vermehrt, wenn wir statt jedes 
n—x—«a den ersten Faktor n—-x einsetzen. Da k—- derartige Fak- 
toren vorhanden sind, so tritt dann (m—x)*—* auf; schreiben wir 
statt z (ees also statt (~—x), so braucht nur bewiesen zu 
werden, dass die Ungleichheit gilt 
TAO Neat © airmen A0R nore 

wenn man v wachsen lisst, oder dass 


PY) 5 12.(a)—* xl] 


pk—*% 


wird. 
Dies kann man entweder durch wirkliche Ausfiihrung induktiv 


erkennen, oder auch durch Benutzung des Tchebichef’schen Satzes, 
dass zwischen v und 2v—2 stets eine Primzahl liegt, falls v 
grésser ist als 3. 
Man hat namlich auf Grund dieses Theorems 

P(2v)>vP(r), 

(Qv)b—-* — Qk  yk—x 

P29) oP (ay vee 

(Qv)i—* ~ k= ” Ok 
Welchen Wert nun auch immer der erste Quotient auf der. rechten 
Seite haben mag, man kann ¢ stets so gross annehmen, dass die 


linke Seite in P(2v) — Pi) ot 

(Qty )k—* ye ss) 
beliebig gross wird, falls man nur v grésser angenommen hat als. 
2'—*, Damit ist dann also der Beweis unseres Satzes vollstindig 
geliefert. 

Natiirlich sind die hierbei erlangten unteren Grenzen bei weitem 
zu hoch; in jedem besonderen Falle ist es mdglich, dieselben zu ver- 
mindern. Da wir aber bereits die Speziallfiille bis fiir e=+n(m—1) 
behandelt haben, so ist es nicht angethan, auf diese Untersuchungen 
weiter einzugehen. 
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Siebentes Kapitel. 
Untersuchung einiger besonderer. Arten von Gruppen. 


§ 121. Fiir unsere Untersuchungen ist es von Wichtigkeit, auf 
die Resultate von § 48 zuriickzugreifen und einige Folgerungen daraus 
zu ziehen.* 

Es sei r= p*.m die Ordnung einer Gruppe G, p eine Primzahl, 
m relativ prim zu p. Wir sahen, dass G eine Gruppe H der Ord- 
nung p* enthalt. J sei die Maximalgruppe aus G, welche mit H ver- 
tauschbar ist; J enthalt H; seine Ordnung ist daher p*.7, wobei 7 ein 
Teiler von m und also prim zu p ist. 

Ausser den Substitutionen von H enthalt J keine, deren 
Ordnung p* wire. Ist ¢ eine Substitution von J, welche A nicht 
angehort, so wird {H, ¢} eine Gruppe, deren Ordnung gleich dem 
Produkte der Ordnung von H und dem Exponenten der niedrigsten 
Potenz von ¢ ist, welche in H vorkommt (§ 37). Da {H, ¢} in J 
enthalten ist, kann dieser Exponent nur ein Teiler von 7, also die 
Ordnung von ¢, welche ein Vielfaches des Exponenten ist, keime Po- 
tenz von p sein. 


Es ist —h=1 (mod. p). Wir bilden die zu J gehérige Funk- 
U 


tion x und diejenigen ~ Werte derselben, welche unter dem Hinflusse 


you G entstehen: 
m 
R) Kar har Kor +> te} (s—"), 


t 


4 moge aus x, durch Anwendung einer Substitution 6, von G her- 
vorgehen. Auf die Reihe R) wenden wir alle Substitutionen von H an. 
Bliebe bei allen z.B. y. ungeindert, so wiirde H zur Gruppe 6,~*J 0, 
von y gehoren. 6, ‘Jo, enthalt aber an Substitutionen der Ord- 
nungen p? nur diejenigen von 6,-'Ho,, wie J nur die von H ent- 
halt. Es wire also 6.-'Ho,—H zu setzen; dies widerspricht den 


~ Annahmen, denn 6, kommt nicht in J vor, wahrend alle Substitu- 


tionen, die mit H vertauschbar sind, in J auftreten sollen. 


Pore 
“ 


Durch die Substitutionen von H tritt daher y,, mit einigen anderen 
y in Verbindung. Die Anzahl der so transitiv verbundenen ist ein 


* L. Sylow: Clebsch Ann. V. 584—594. 
g* 


132 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen. 


Teiler der Ordnung von H, also eine Potenz von p. Wir kénnen somit 
Yo» Xs) «++ Ye in eine Anzahl von Systemen zusammenfassen, deren 
jedes eine Anzahl p’ von Funktionen enthilt. Folglich ist 
k—-1-=p.x, m=i(px+1), r=p%t(px+1). 
Alle Untergruppen von G, welche die uh aan haben, ent- 
stehen aus H durch Transformationen mit Substitutionen 
von G. Wir wenden alle Substitutionen einer solchen Gruppe H' der 
Ordnung p* auf R) an; die px+1 Werte dieser Reihe gruppieren 
sich dann zu einer neuen Anzahl von Systemen, deren jedes eine An- 
zahl p*, p’, p’,... von Funktionen enthialt. Daher ist 
putli=ptt+p?+p'+... 

Diese Gleichung kann nur befriedigt sein, wenn mindestens einer der 
Exponenten a, b, c,... gleich 0 wird, d. i wenn ein System nur eine 
Funktion zy enthalt. Diss Sel 43} lath ist H'— 63-1 Ho;. 

Hl ist durch p*.i Transformationen aus H ableitbar. 


Denn es ist = yt 6;1J—'HI6, =(J6s)-!H(Jo,), 
also ist H' durch mindestens p*.i Transformationen zu erhalten. 
Wenn ferner H! =1 Art 6,7! Hos 


ist ird 
eS Hm Opt ig aie (eqn) hens 


t6gp_'=d, t=dG3. 
Es giebt demnach auch nur p*? Transformationen dieser Art. 
Hiermit ist bewiesen: 


Lehrsatz I. Ist G eine Gruppe, deren Ordnung vr durch 
p*, aber durch keine héhere Potenz der Primzahl p teilbar 
ist, H eine der in G enthaltenen Gruppen der Ordnung p*% 
J die allgemeinste mit H vertauschbare Untergruppe von G, 
deren Ordnung wir p*.i nennen, so wird die Ordnung von @ 

r= pi (xp + 1). 

Jede Untergruppe H' von G, welche die Ordnung p* besitzt, 
ist eine Transformierte von H. Derartiger Gruppen giebt 


es xp+1, und jede ist durch p*? Transformationen aus H ab- 
leitbar. 


§ 122. Wir kamen bei der Besprechung des Isomorphismus auf 
transitive Gruppen, bei denen Grad- und Ordnungszahlen einander 
gleich waren. Hs zeigten sich mehrere interessante Higenschaften 
solcher Gruppen. Wir wollen solehe Gruppen in den niichsten Pa- 
ragraphen als Gruppen & bezeichnen. 
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Rechnet man alle einander einstufig isomorphen transitiven Grup- 
pen, bei denen dann also die Ordnungszahlen + denselben Wert haben, zu 
einer Klasse von Gruppen, so enthilt eine jede dieser Klassen einen 
und auch nur einen Typus einer Gruppe 2 ($90). Die Aufstellung 
aller Typen der Gruppen 8 des Grades und der Ordnung r liefert 
demnach die Reprisentanten aller zu r gehérigen Klassen und damit 
auch die Anzahl derselben. Diese Aufstellung ist von Wichtigkeit, da 
isomorphe Gruppen dieselben Faktoren der Zusammensetzung haben 
und diese bei der algebraischen Lésung von Gleichungen eine bedeu- 
tende Rolle spielen werden. 

Einen Typus kénnen wir ganz allgemein aufstellen. Er wird 
durch die Potenzen einer Cirkularsubstitution gebildet. Wir nennen 
eine solche Gruppe $2 ein cyklische Gruppe und jede Funktion von 
nm Verinderlichen, welche unter dem Hinflusse einer cyklischen Gruppe 
des Grades » ungeiindert bleibt, eine cyklische Funktion. 

Wir wollen uns jetzt auf die Betrachtung cyklischer Funktionen 
vom Primzahlgrade p beschriinken. Es sei s=(#,%,...%,), @ irgend 
eine primitive p*® Wurzel der Hinheit und 

yp = (2, + wx, + 07%, + ...+ @P—!Xp)?. 
Dann ist g eine zur Gruppe G=[1,s,s*,...s?—1] gehérige cyklische 
Funktion. Denn g wird unter dem EHinflusse von s* zu 
(Capit OLepet...f Lg HP—1)? = oO? (%e41 + 0 Lep2+... + OF —14,)? 
= (a, + ox, +...+0@?—12x,)? =o 
und bleibt also fiir G ungeindert. 
Wenn umgekehrt bei unabhiingigen «, fiir irgend eine Substitu- 


tion ¢ 0:=9, 


und daher Deane y rs 
ist, so wiirde wegen der Unabhiingigkeit der « von einander folgen, 
dass durch ¢ 
Ly 4107 IM py 4 CO Co — ay, OP TY 
tibergeht, und da m den Summanden #344; @?+7 enthiélt, muss fiir 
jedes 

tyrar.=Btyt ls %,=%p41, %,—=Le42,---5 t= so? 
sein; also gehort g zu G. 

Es ist ersichtlich, dass fiir r= die Gruppen G den einzig még- 
lichen Typus £2 liefern. 

§ 123. Wir suchen jetzt alle Typen der Gruppén 2 vom Grade 
und der Ordnung p.g, wo p, gy Primzahlen sind, die firs erste von 
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einander verschieden angenommen sein sollen; p médge die grdssere 
von beiden sein. 

1) Hin Typus, derjenige einer cyklischen Gruppe, ist uns bereits 
bekannt. Er wird durch das Vorkommen einer Substitution der Ord- 
nung p.g charakterisiert. 

2) Giebt es andere Typen, so kann in diesen keine Substitution 
der Ordnung pg vorkommen, weil dies aut 1) zuriickfiihren witirde; es 
sind also nur die Ordnungen p, q, 1 zu erwarten. Eime Substitution s 
der Ordnung p ist sicher vorhanden; sie und ihre Potenzen bilden in 
& eine Untergruppe H der Ordnung p; gabe es noch andere derartige 
Untergruppen H', so wiirde die Anzahl derselben xp+1 sein, wo 
x >0O wire; alle diese hitten eine und nur eine Substitution gemein- 
sam, namlich die Hinheit; folglich enthielten sie zusammen 


(p—1)(px+1)4+1=plw—1x—l=>p-¢ 
Substitutionen; das geht nicht an, also ist x=0. Nun lefert A nur 
p Substitutionen; die iibrigen sind simtlich von der Ordnung gq; ihre 


Anzahl ist pq—p=(q—1)p; 
also giebt es y Untergruppen der Ordnung g, und nach dem Lehr- 


satze I) muss demnach 
1 


paths feet 
also q ein Teiler von p—1 sein. Nur in diesem Falle sind neue 
Typen 8 moglich. 

3) Alle Substitutionen der Ordnung q miissen die Gruppe H der 
Ordnung p in sich selbst transformieren. Dies kann so geschehen, dass 
eine Substitution ¢ der Ordnung g dabei eine Substitution s der Ord- 
nung p in sich selbst umwandelt. Es sei diese letztere 


$= (yr Wy* 6. ty") (OP ae? .. Sp") «(GH ae Me 
Nun diirfen in kemem Cyklus von ¢ zwei Elemente mit gleichem 
oberen Index vorkommen. Denn eine passende Potenz von ¢ wiirde 
diese aufeinander folgen lassen, und diese Potenz gibe durch Multipli-— 
kation mit einer Potenz von s eine Substitution, welche, ohne dass 


sie sich auf die Kinheit reduzierte, weniger als p.q Elemente enthielte. 
Wir koénnen folglich einen der Cyklen von ¢ gleich 


CS are ee L,2) 


setzen, was ja stets durch geeignete Bezeichnung der Elemente oder 
der unteren Indices zu erreichen ist. Dann erkennt man aus 
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dass ¢ auf Bras 25} 
%*_ tolgen,lasst’ #,°*', “auf %,% ebenso 2,44) 7.7, 
so dass wir erhalten, wenn die oberen Indices mod. q reduziert werden, 
b= (04°28... 24%) (y\ay°... 2)... (Up! Xp?... Zp?), 
SGT Mare aad Mea ree hte ak hehe: 
Hier muss jeder obere dem unteren Iedex mod. q kongruent, also auch 
p=x (mod.q) 
sein, und damit der Cyklus mit dem Elemente 2,7 sich schliesst, 
miusste a+1l=p+1=1 (mod. gq) 
sein, was nicht moglich ist. st enthalt also alle p.q Elemente in 
einem Oyklus. Wir kommen daher bei der Annahme ¢—!st=s zum 
Typus 1) der cyklischen Gruppen zuriick. 

4) Aile Substitutionen der Ordnung q miissen die Gruppe H der 
Ordnung p in sich selbst transformieren. Dies kann zweitens so ge- 
schehen, dass eine Substitution ¢ der Ordnung gq dabei eine Substitu- 
tion s der Ordnung p in s* transformiert. Es sei 

SEEN CRN are a Cy ROC we) Reed CAE Ree AD 

Wir kénnen aus denselben Griinden wie oben einen Cyklus von ¢ 
gleich (GR? rece. 42) : 
setzen. Dann erkennt man aus 
dass ¢ auf peice 

a folgen lisst %41°t1, auf a,’ ebenso %41°t, 
aut Ye+1° ebenso Vat", «..; 
so dass wir erhalten ; 
Penn 08) ce Lat eA es 19 Uh a GAT I) sts 
Soll der angedeutete Cyklus mit jengin letzten Gliede %ge—1412 ge- 
schlossen sein, so ist 
aai+1=a+1 (mod.p), at=1 (mod. p) 
zu setzen. Hieraus ersehen wir zuerst, dass q ein Teiler von p—1 
ist, was wir schon oben fanden; ferner, dass a zum Exponenten q ge- 
héren muss und dass es also g—1 Werte a,, d,... d—1 fiir a giebt; 
endlich, dass alle diese den Potenzen eines beliebigen unter ihnen 
mod.» kongruent sind. Aus ¢~'st=s* folgt 
Pas ae8° tint Sto a7 5 éle9 
kommt also die’ Umwandlung von s durch Transformation mit ¢ in 
eine beliebige Potenz mit dem Exponenten a, vor, so giebt es auch 
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Substitutionen, welche s in die Potenz a,, a, ... @;,—1 Von $ umwan- 
deln. Demnach wird die Wahl von a; ohne Einfluss auf den Typus 
der Gruppe sein, und es giebt, wenn iiberhaupt einen, so auch nur 
einen Typus, der aus s und ¢ gebildet ist. 

Die Potenzen von ¢, namlich ¢!, #,...¢%—1, liefern (q—1) ver- 
schiedene Substitutionen der Ordnung q; ferner werden die (q— 1) ersten 
Potenzen aller 


s—P+1, ¢, 9-1 — (aelag®.. w8)..¢ (B= 2,35,...p) 


in 2 vorkommen. Dies giebt zusammen p.(q—1) Substitutionen der 
Ordnung g; die Gruppe H der Ordnung p enthilt p Substitutionen, 
und so hat man wirklich alle p.q Substitutionen, unter denen keine 
von der Ordnung p.g ist. 

Hier haben wir also einen neuen Typus erlangt. 


§ 124. Endlich sind noch alle Typen der Gruppen £2 vom Grade 
p* aufzusuchen. 


1) Ein Typus, derjenige der cyklischen Gruppe, ist uns bereits 
bekannt. Er wird durch das Vorkommen eimer Substitution der Ord- 
nung p” charakterisiert. 

2) Giebt es andere Typen, so kann in diesen keine Substitution 
der Ordnung p> vorkommen; es sind folglich nur p?— 1 Substitutionen 
der Ordnung » und eine der Ordnung 1 zuzulassen. Es sei s eine 
der Substitutionen von , ¢ eine andere, nicht als Potenz von s dar- 
stellbare, dann wird 2 durch s und ¢ bestimmt sem. Denn, da erst 
die p® Potenz von ¢ durch s ausdriickbar ist, so sind alle 


st?) (a=0,1,...p—1;  b=0,1,...p—1) 
von einander verschieden; folglich ist 
8 =[s*.¢] (@,b=0,1,...9—1), 
und man hat die Beziehungsreihe 
8) ts= srt, Ps seth... P15 = shite, 


Werden zwei der Exponenten 0 einander gleich, so ersieht 
mek tes=s*tt, ts s’t® (a =b, ete!) 
ae iy aie shed ) al ’ 
dass 
(t4s)—1. (bs) = s— 142s = (s9t*)—! (59 t') = ty, 


Da man statt ¢° auch ¢ setzen kann, so folgt, dass es in Q ein ¢ 


giebt, welches, durch s transformiert, sich in eme Potenz ¢” von ¢ 
umwandelt. 
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Dasselbe findet statt, wenn in der Reihe 8) alle Exponenten 
_ 0 von einander verschieden sind; denn einer von ihnen wird dann 
gleich 1 werden, da keiner gleich Null sein kann, und aus 
e¢s==st% folet' s-1¢4s = ¢*. 
3) Wir kénnen also voraussetzen, dass eine Substitution 

Let Oi Tignes ce bp VK, Cyt ons hp ne Ce Lee ade) 
durch die Transformation mit s in eine Potenz ¢” iibergefiihrt wird. 
Den ersten Cyklus von s diirfen wir setzen, wie dies schon im vorigen 
Paragraphen geschah, (0,102,223... 2,?). 
Ist 41, so ergiebt sich 

Sap ere) (En Oe one hai esc dp By ton Lee 
eh os CONE OMAR CD 0 gen 
CES RMR T, Meath en OA Re Md vA 


Man erhalt also die »+1 Substitutionen 
Se slash oe 

deren (p—1) erste Potenzen nebst der identischen Substitution 1 die 
Gruppe & vollstandig bestimmen. 

4) Es kénnte endlich ‘ 

s—tts=t* (a1) 
sein. Dann wire 
SiS CA eRe OOH D Te tah ceo VA Pee ODE hg YA 

damit der zweite Cyklus nach den ersten p Elementen sich schliesst, 


muss sein a? +1=2, a®=1 (mod.p); 


das ist aber fiir a- 1 unmédglich. 
Stellen wir die bisherigen Resultate zusammen, so folgt: 


Lehrsatz II. Es giebt drei Typen von Gruppen &, deren 
Grad und Ordnung gleich dem Produkte zweier Primzahlen 
ist; der eine Typus ist derjenige der cyklischen Gruppen. 

§ 125. Wir betrachten jetzt eine andere Kategorie von Gruppen, 
solche namlich, deren Substitutionen entweder kein oder nur ein 
oder alle Elemente ungeiindert lassen. Den Grad der Gruppen nel- 
men wir gleich der Primzahl p. 

Dann ist jede vorkommende Substitution regulir; denn 
enthielte sie nicht in allen ihren Cyklen gleich viele Elemente, so 
wiirden in einer geeigneten Potenz zwei oder mehrere Klemente zum 
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Weefall gebracht werden kénnen, ohne dass die Potenz gleich der 
Hinheit wiirde. 

Die Substitutionen, welche alle Elemente umsetzen, sind 
cyklisch; denn p ist eine Primzahl. Daraus folgt weiter: Die Grup- 
pen sind transitiv; ferner nach § 90: die Anzahl] der Substitu- 
tionen, welche alle Elemente umsetzen, ist gleich p—1. Wir 


kénnen also A ae 
eee CRE AR eA) 


nebst den ersten p—1 Potenzen als in den gesuchten Gruppen vor- 
kommend annehmen. 

Es handelt sich daher nur um die Bestimmung derjenigen Sub- 
stitutionen, welche p—1. Elemente umsetzen. Es sei ¢ irgend eine 
unter ihnen und pttey 
die Transformierte von s durch ¢t; da diese der urspriinglichen Sub- 
stitution ihnlich ist und also, wie diese, alle p Elemente enthilt, so 
wird es eine Potenz von s 

t—15 $= 8" == (U, Bim Pi tom--.)5 
hier muss natiirlich statt emes jeden Index sein kleinster positiver Rest 
mod. D genommen werden. Da es lediglich von der Benennung ab- 
hingt, welches der Elemente von ¢ nicht umgesetzt wird, so kénnen 
wir annehmen, es sei z,. Dann wird 
P= (yn 4-1 208+ 10m+1--.) >.> (Ga4-abam+ivanales sl tee 
Es mége nun g eine primitive Wurzel (mod.) sein, dann sind 
alle Reste der ersten (p—1) Potenzen von g 
G) P,P, 9 s+--G?—*, g?—*=1 (nod. p) 
von einander verschieden, und wir kénnen daher setzen 
m=g* (mod. p). 
Wir bezeichnen nun ¢ durch ¢,; dann erkennt man, dass ¢, aus « Cyk- 
len von je er 
u 


EKlementen besteht; denn jeder der Cyklen von t, 


schliesst sich, sobald 
am’ +1=—a+1, 
m = g" — 1 


wird; dies geschieht erst bei quota, 
u 


(mod. p) 


Besteht ferner eine Substitution ¢,, welche 2, ungeindert lasst, 
und welche ein jedes Element a41 durch 2.4», ersetzt, dann ersetzt 


atp 4 
t.“t,P jedes Za41 durch 2% geut+er4y. 
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Bestimmen wir jetzt «, B so, dass au+ $v dem kleinsten gemein- 

samen Teiler @ von uw, v (mod. p) kongruent wird, so erhalten wir 
by = tt, F, 

wobei dann ¢, und ¢, Potenzen von ¢, werden. So kann man fort- 

fahren, bis alle Substitutionen, welche x, ungeiindert lassen, als Po- 

tenzen einer unter ihnen ¢, und zwar derjenigen dargestellt sind, bei 

welcher g’ die niedrigste in der Reihe G) vorkommende Potenz ist, 


welcher eine Substitution ¢ entspricht. 
Pp 


: — 1k : 
Mit ¢ kommen alle i Potenzen von ¢, in unserer Gruppe vor. 


Dieselbe ist durch s und ¢, bestimmt und enthalt nach § 62 nite’ 


Substitutionen. o kann unter den Teilern von p—1 willkiirlich ge- 
waihlt werden. 
-§ 126. Um eine zu der eben konstruierten Gruppe gehérige Funk- 
tion aufzustellen, bilden wir zuerst die zu s gehorige cyklische Funktion 
, = (a, + ox, 4+ w7?4,+...+ 0@?—12,)?, 

in der w eine primitive p® Hinheitswurzel bedeutet. Auf w, wenden 
wir die Potenzen von ¢, an und erhalten 

Wo = (LH, + OH 41 +O Hg641 +... + @?—* L(y —1)g% 41 = 

Ys = (@, + OU 641+ O7hag2o4 i+... + OP y—1) 92041)” 


Alle w gehoéren als cyklische Funktionen zu der aus s gebildeten 
Gruppe; fiir die Substitution ¢, und deren Potenzen gehen sie in ein- 
ander iiber; jede symmetrische Funktion von 


Vi, Voy ++ Yy—1 


wird also fiir alle Substitutionen der Form s*¢,’ ungeandert bleiben; 
wahlt man unter Hinfiihrung einer unbestimmten Grosse ~ 


Bs =(b — 1) W— 42) ---(b— Wr); 


so wird ¥, umgekehrt auch nur fiir diese Substitutionen semen Wert 
beibehalten. %, gehért also zur oben gefundenen Gruppe. 


§ 127. Setzen wir ¢=1, so wird die Ordnung der Gruppe 
p.(p—1). Es nimmt ¢ die Form an 
ty = (Wy Hy 41% ppi- +. Ugr—241)3 
die Gruppe wird also zweifach transitiv. Wir nennen sie die meta- 
cyklische Gruppe und die zugehorige Funktion ”,; eme meta- 
cyklische Funktion. 


7 
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Setzen wir 6=2, so wird die Ordnung der Gruppe pe Es 

nimmt ¢ die Form an 

by = (Hy ye-4 1% yi 1+++) a+ sHag+1Lagi1 +++): 
Die um 1 verminderten Indices in der ersten Klammer sind die qua- 
dratischen Reste mod. p; a ist ein beliebiger quadratischer Nichtrest 
mod. p Diese Gruppe heisst die halb-metacyklische Gruppe und 
eine zugehdrige Funktion &, ee halb-metacyklische Funktion* 

§ 128. Wir kénnen alle Substitutionen der Gruppen & vom Prim- 
zahlgrade p, und ebenso diejenigen. der in den letzten beiden Para- 
graphen behandelten Gruppen in einfacher Weise durch die Angabe 
der Indicesinderungen von 2, 7,...%, darstellen. Die Substitutionen 
von & sind dann durch 

Sa=|2.2@+a| (mod.p) (#@=0,1,2,...p—1) 
bestimmt; wir verstehen das Symbol, welches soeben eingefiihrt wurde, 
so, dass in der Substitution s, jedes Element z, durch %,4¢ zu er- 
setzen, und statt ¢+a sein kleinster nicht negativer Rest (mod. p) 
einzuftihren ist. 

Die in den vorigen Paragraphen behandelten Gruppen enthalten 
dann erstens alle Substitutionen s., ferner aber auch, wenn wir da- 
selbst alle Indices um 1 vermindert denken, diejenigen Substitutionen, 
bei denen jedes Index mit demselben Faktor multipliziert wird, also 
fir 2-0, 1,2;...9—1, 

Gs=|2 Bz| (mod.p) (6=1,2,3,...p—1). 
In dem Ausdrucke der Substitutionen 
t=|2¢ Beta} (mod.p) («=0,1,...p—1; B=1,2,...p—1) 
sind alle Substitutionen s,, 6; und deren Kombinationen enthalten. Da 
|@ Be+a).|2 Betoa,|=|2- BBetapta| 
ist, so folgt, dass die ¢ eme Gruppe des Grades p und der Ordnung 
p(p—1) bilden; diese Gruppe stimmt daher mit der von uns in § 127 
behandelten iiberein. 

Setzt man fest, dass fiir 6 nur die Werte 

p—1 

B= gr, P°, Gy eg ° 
genommen werden sollen, so wird 68, wieder zu derselben Reihe ge- 
héren, und man erhilt die Gruppe des Grades p und der Ordnung 


—1 
p Eo, welche oben besprochen wurde. 


* L. Kronecker; vergl. F. Klein: Clebsch Ann. XV, 258. 
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§ 129. Die Betrachtung der linearen gebrochenen Substitu- 
tionen (mod. p) fiihrt uns zu Gruppen des Grades p+ 1 und der Ord- 
nung (p+1)p(p—1). Die zu behandelnden Substitutionen haben die 
ie (, wet 
u=| eg ———. 

be eye 20) 

dabei soll z die Werte 0, 1, 2, ...p—1, «© annehmen; die Elemente 
der Gruppe sind daher 2, %,, %.,..- %p—1, %- Durch die Werte « 


(mod. p); 


? 
B, vy, 0 wird w bestimmt, aber umgekehrt kann ein w durch verschie- 


dene Annahmen von a, 6, y, 0 gegeben werden; um dies zu vermei- 
den oder einzuschriinken, benutzen wir die Differenz 

D) ad — By, 
die Determinante von uw. Ist sie positiv, so dividieren wir Zihler 
- of durch Vad— By, ist sie negativ durch VBy—ad; 
dadurch erreichen wir es, dass fiir die neuen Koefficienten die Glei- 


chung 


und Nenner von 


D’') ao ae By = ae 1 (mod. p) 
“besteht. Wire nun fiir verschiedene Systeme a, 6, y, 0, respektive 
1, Bry i» Or aot i? o,2+B, ind ’ 
One 0 “P); 
Te ab D ie Vee TOs 
B 0 
so wiirde aus 2=0, z=0, 2<=— Pics : folgen, dass entweder 


=a, 6, =6, Tih o; =0 (mod. p) 
ao=—a, i=—-p, 1.=-?7, i=—9 

sein muss. Nehmen wir den Spielraum fiir «, 6B, y, 0 von 0 bis p—1, 
so kénnen und werden je zwei verschiedene Systeme der Koefficienten 
die gleiche Substitution « geben. 

Durch D') ist angenommen, dass ed -—By von Null verschieden 
sei; diese Hinschrinkung ist notwendig, denn unser Symbol kann nur 
dann eine Substitution darstellen, wenn fiir verschiedene z nicht 

yetdo ya,+o 
sein kann. Das wird durch die Annahme ad -| By verhindert. 
Hin Index ¢ der Substitution w kann nur dann ungeiindert bleiben, 


oder 


wenn 
E) yee+(d—a)z—B=0 (mod. q) 


ist. Dementsprechend giebt es vier Arten von Substitutionen w: 
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a) Bei der ersten sind beide Wurzeln von E) imaginir; dies ge- 
schieht, falls 


(ae) (wenn ad —fpy—+1 ist) 


quadratischer Nichtrest (mod. q) ist. Die Substitution setzt dann alle 
Elemente 2), 2%, 2%, .+» %—1, Vo Um. 

b) Bei der zweiten Art von Substitutionen fallen beide Wurzeln 
von E) zusammen. Dies geschieht, falls 


(<F°\1=0 (mod.p) (wen ad — By = +1 ist) 


wird. Die Substitution lasst dann ein Element ungeiindert. 
c) Bei der dritten Art von Substitutionen sind beide Wurzeln 
von E) reell und von einander verschieden. Dies geschieht, falls 


2 
iS) ae I (wenn oo — By = ist) 


(mod. p) quadratischer Rest ist. Die Substitution lasst dann zwei Ele- 
mente ungeindert. 
d) Bei der vierten Art von Substitutionen ist die Gleichung E) 
identisch erfiillt. Dies geschieht, falls 
y==0, p=0,; «=e -Giiod:p) 
wird. Die Substitution lisst dann alle Elemente ungeiindert. 


Endlich bemerken wir noch, vag 


M) # az+ Bo ae a,2+ B, ¢ (aa, + BY) 2+ (@B, + BO,) 


iingie 0 | M2+0, | (ya, + 0y,)2+ (vB, +00,) 
N) (ad — By) (a, 0, — Bi) eabree (vB, + 00,) 
— (w@B, + BO,) (ya, + 790,) 


ist, Jetzt sammeln wir die erhaltenen Resultate: 

Wir wiihlen @ nicht — 0 (mod. p), 6 und y beliebig; dann giebt es zu 
jedem der so erhaltenen (y—1)p* Systeme zwei Lésungen von D’), 
von denen aber je zwei nur eine Substitution w geben; also erhiilt — 
man p*—p” Substitutionen. Wir wiihlen « —0 (mod. p.), 0 beliebig; 
dann muss wegen D') 6 im Bereiche 1, 2,...—1 gewahlt werden 
und zu jedem der so erlangten Systeme a, 0, B giebt es gemiiss D') 
zwei Werte von y. Aber auch hier liefern je zwei Lésungen nur ein 
w; also erhilt man p(p— 1) Substitutionen. Zusammen hat man dem- 
nach p> —p—(p-+ 1) p(p— 1) gebrochene lineare Substitutionen. Diese 
bilden wegen M) eine Gruppe. Greift man aus allen Substitutionen 
nur diejenigen heraus, welche dem oberen Zeichen in D’) entsprechen, 
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1 —1 Be 98 +79 
(p+ MB Gieot) Substitutionen uw. Diese bilden wegen 


so erhalt man 


_M), N) auch eine Gruppe; sie heisst ,die Gruppe der Modular- 
gleichungen fiir p““* 

Die Gruppen enthalten nur Substitutionen, welche alle p+1, oder 
p, oder p--1, oder tiberhaupt kein Element umsetzen. Die Substitu- 
tionen, welche ein Element ungedndert lassen, bilden eine zweifach 
transitive Gruppe. 

Lehrsatz III. Die linearen gebrochenen Substitutionen 
(mod. p) bilden eine Gruppe des Grades p+1 und der Ord- 
nung (p+1)p(p—1); diejenigen unter ihnen, deren Deter- 
minante quadratischer Rest (mod. p) ist, bilden eine Unter- 
(p+1)p(p—1) 

2 


gruppe der Ordnung » die Gruppe der Modular- 


gleichungen fiir p. Lasst eine Substitution dieser Gruppen 
mehr als zwei Elemente ungedindert, so reduziert sie sich 
auf die Hinheit. Die erstere der beiden Gruppen ist drei- 
fach transitiv. 


§ 130. Wir geben endlich noch die Konstruktion einer Funktion, 
die zu der Gruppe der linearen gebrochenen Substitutionen gehért. 
Wir bilden zuniichst nach den Angaben von § 126 eine Funktion &, 
der p Verinderlichen x, %,, ... %,—1, welche fiir die Gruppe aller 

t=|2 Be+ta|—(mod.p.) («—0,1,...p—1; B=1, 2,... p—1) 
und nur fiir sie ungeiindert bleibt. Diese Gruppe ist eine Untergruppe 
der Gruppe der gebrochenen linearen Substitutionen, aus der sie durch 
y =O hervorgeht. Die Anzahl der Werte von “,, welche durch die 
w hervorgerufen werden, ist gleich (p+1); es mégen diese Werte 


Py By, .e. Porta 
sein, so dass die Reihe der %, unter dem Hinflusse dieser Gruppe der 


gebrochenen linearen Substitutionen sich bis auf ihre Folge reprodu- 
ziert. Versteht man daher unter “ eine unbestimmte Grésse und 


bildet F=(P— BT) (W— W,) ... (F— Was), 


so wird diese Funktion zur Gruppe gehoren. 


§ 131. Wir wollen uns jetzt noch mit solechen Gruppen beschif- 
tigen, deren Substitutionen unter einander vertauschbar sind. 


* Vergl. J.Gierster; Clebsch Ann, 18, p. 319. 
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Doch kénnen wir hierbei eine allgemeinere Behandlung eintreten 
lassen, welche die erlangten Resultate vielfach verwendbar macht.* 

Es seien 0’, 0", 9’, ... Elemente in endlicher Anzahl und so be- 
schaffen, dass sich aus je zweien derselben mittels eines bestimmten 
Verfahrens ein drittes ableiten lasst. Demnach soll, wenn das Resultat 
dieses Verfahrens durch f angedeutet wird, fiir zwei beliebige Ele- 
mente 0’, 0”, welche auch mit einander identisch sein kénnen, ein 6" 
existieren, welches gleich f(0', 0") ist. Uhberdies soll 

| f(0', 0") =F00", 6), 

£6", £6", 0°"'T) =F FT, "), 8), 
und aber, sobald 6" und 9" von einander verschieden sind, auch 
(0, Oy) = co q"”") 
sein. Dies vorausgesetzt, kann die mit f(6', 6") angedeutete Opera- 
tion durch die Multiplikation der Elemente 6', 0" ersetzt werden, wenn 
man dabei an Stelle der vollkommenen Gleichheit eine blosse Aqui- 
valenz einfiihrt. Macht man von dem iiblichen Aquivalenzzeichen 
~ Gebrauch, so wird hiernach die Aquivalenz 
g! gt ~All 
f (6, ory eo 
definiert. Da die Anzahl der Elemente 6, welche mit n bezeichnet 
werden modge, als endlich vorausgesetzt ist, so haben dieselben fol- 
gende Higenschaften: 

T) Unter den verschiedenen Potenzen eines Elementes 6 giebt es 
stets solche, die der Hinheit iiquivalent sind. Die Exponenten aller 
dieser Potenzen sind ganze Vielfache eines derselben, zu welchem das 
betreffende 9 gehért. 

II) Gehért irgend ein # zum Exponenten », so gehdren auch zu 
jedem Teiler von v gewisse Elemente 0. 

IIT) Wenn die beiden Exponenten @ und 6, zu denen respektive 
die Elemente 0’ und 6" gehéren, relative Primzahlen sind, so gehért 
das Produkt 6'@” zum Exponenten go. 

IV) Ist n, die kleinste Zahl, welche die simtlichen Exponenten 
als Teiler enthalt, zu denen die x Elemente @ gehéren, so giebt es 
auch Klemente, welche zu », selbst gehdren. 

Der hier mit n, bezeichnete Exponent ist der grésste von allen, 
zu denen die verschiedenen Elemente § gehdren; zugleich ist », ein 


durch die Gleichung 


* L. Kronecker: Monatsber, d. Akad. d. Wissensch, z. Berlin Dezemb. 1870 
p. $81. Das Nachfolgende ist dieser Abhandlung grossenteils wértlich entnommen, 
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ganzes Vielfaches von jedem dieser Exponenten, und es findet dem- 
nach fiir jedes beliebige 0 die Aquivalenz 6" ~ 1 statt. 


§ 132. Gehort 6, zum Exponenten m,, so lasst sich der Begriff 
der Aquivalenz dahin erweitern, dass zwei Elemente 6' und 6" als 
yrelativ aquivalent“ angesehen werden, wenn fiir irgend eine ganze 


Zahl k: 0.68" 


ist. Das Aquivalenzzeichen ~ bleibe fiir den friiheren engeren Begriff 
der Aquivalenz reserviert. Sondert man nun aus simtlichen Elementen 
6 ein vollstiindiges System solcher aus, die untereinander nicht relativ 
iquivalent sind, so gentigt auch dieses den fiir das System simtlicher 
Elemente 9 oben aufgestellten Bedingungen und besitzt daher auch 
alle daraus abgeleiteten Higenschaften. Es existiert also namentlich 
eine der Zahl m, entsprechende Zahl »,, welche so beschaffen ist, dass 
die n,*° Potenz eines jeden @ dieses neuen Systems relativ Aquivalent 
Hins, d.h. ~ 6," ist, und es existieren ferner Elemente 6,,, fiir welche 
keine niedrigere als die ,‘° Potenz relativ aquivalent der Hinheit wird. 
Da fiir jedes Element 0 die Aquivalenz 0% ~1 stattfindet, und also 
a fortiori 6" auch relativ fAquivalent Eins ist, so muss nach I) die 
Zahl n, gleich », oder ein Vielfaches von », sein. Ist nun 
6,/" ~ 0,4, 2 
und erhebt man die Ausdriicke auf beiden Seiten zur Potenz oe so 
erhalt man, wenn ar gesetzt wird, die Aquivalenz 
2 
Or" ~ 13 
aus welcher, da 0, zum Exponenten », gehért, unmittelbar folgt, dass 
m ganz und also k ein Vielfaches von n, sein muss. Hs giebt dem- 
nach ein Element 6,, definiert durch die Aquivalenz 
OO x5.0)iroder 29, 6, 079 +") 
dessen ”,*° Potenz nicht nur relativ, d.h. im weiteren Sinne, sondern 
auch im engeren Sinne der Hinheit fquivalent ist, und welches (im 
zweifachen Sinne des Wertes) zum Exponenten », gehort, da ja die 
Gleichung besteht 
0,7 ae 6,70,” Mg—™MNy 670)" Ny — M Ng me 6,” ater 
Indem man nunmehr je zwei Elemente 0’, 0" als relativ ‘quivalent 
ansieht, fiir welche: 
, O02 0 Ae .0 


ist, gelangt man zu einem dem Elemente 0, entsprechenden §,, wel- 
ches zum Exponenten ”, gehért, der gleich », oder em Teiler von n, 


Netto, Substitutionentheorie. 10 
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ist u.s.f., und man erhilt auf diese Weise ein Fundamentalsystem 
von Elementen 6,, 0,, 03, ..-., welches die Higenschaft hat, dass der 


Ausdruck 0,%0,/2O%... (be =1, 2,.-- mi) 


im Sinne der Aquivalenz simtliche Elemente und zwar jedes nur 
ein mal darstellt. Dabei sind die Zahlen ,, ”,, 3, ---, zu denen 
respektive 0,, 0,, 0,,... gehdren, so beschaffen, dass jede derselben 
durch die folgende teilbar oder ihr gleich ist; das Produkt n,.m,.m;... 
ist gleich der mit  bezeichneten Anzahl siimtlicher Elemente 0, und 
diese Zahl » enthilt demnach keine anderen Primfaktoren als die- 
jenigen, welche bereits in der ersten Zahl m, enthalten sind. 


§ 133. In unserem Falle miissen die Elemente 0 durch Substi- 
tutionen ersetzt werden, die mit einander vertauschbar sind. x, die 
Anzahl der Elemente 6, geht in die Ordnung r der Gruppe tiber. 

Wir haben demnach: 


Lehrsatz IV. Sind die Substitutionen einer Gruppe unter- 
einander vertauschbar, so giebt es ein Fundamentalsystem 
von Substitutionen s,, s,, 8,,..., welches die Higenschaft be- 
sitzt, dass der Ausdruck 

S,%sy%s.%.. 2 \(bg= 1, 2,..-7:) 


simtliche Substitutionen der Gruppe und zwar jede nur ein 
mal darstellt. Dabei sind die Zahlen 7, 7, 73,... die Ord- 
nungen von S,, 8, S,,... und so beschaffen, dass jede derselben 
durch die folgende teilbar oder ihr gleich ist; das Produkt 
dieser Ordnungen 7, 7,73... ist gleich der Ordnung r der Gruppe. 


Die Zahl] r, ist als die Maximalzahl unter den Ordnungen be- 
stimmt. Die Substitution s, dagegen nicht; es kénnte auch ein s’,, 
welches zu 7, gehdrt, an ihre Stelle treten. Je nachdem man dann 
von s, oder von s', ausgeht, kénnten sich auch die Werte 7,, 7 
findern. Wir werden zeigen, dass dies nicht der Fall ist. ; 

Alle Substitutionen 


Be) ee. 
ier aol 


mit festen Indices bilden eine Untergruppe. Dies ist eine ausgezeich- 
nete Untergruppe; denn es ist 


No Fat —ledeibac a Nate Q 
(8;718y? G's.) 7 Sa* Sp Sy2en 19; 18g Byline enter aes 


da alle Substitutionen unter einander vertauschbar sind. Stellt man 


nun die Gruppen 


aG@oabeec bee 
$17 85° Bg% rey Sq? Sys ery Syeae 
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auf, so werden die 7,, 7,, 7;,... die Faktoren der Zusammensetzung; 
sie sind also konstant. 


Lehrsatz V. Die in der obigen Darstellung auftretenden 
Zahlen r,, 7%, 75,... sind fiir die Gruppe invariant. 


Achtes Kapitel. 


Analytische Darstellung der Substitutionen. 
Die lineare Gruppe. 


§ 134. Wir kamen im letzten Kapitel zu einer neuen, vierten 
Darstellung der Substitutionen, welche darin bestand, dass der ana- 
lytische Ausdruck angegeben wurde, demgemiss jeder Index der Reihe 
4, Lp, £,... durch die Substitution umgewandelt wird. Geht nim- 
lich der Index z in x, durch die Substitution in y(¢), dh. xv, in a .) 
iiber, so ist die Substitution s durch die Schreibweise 

=\2 fz)! 
vollkommen bestimmt. Fiir g(z) darf natiirlich nicht jede Funktion 
genomnien werden; es muss nimlich die Reihe 
Da Riles Leonie La | Oe Lege -Tpe), Zoec>~ Lee 
Peart tibergehen, dass die Indices p(1), m(2),... p(m) bis auf die 
Reihenfolge mit 1, 2, 3,... tibereinstimmen. Dagegen kann jede 
gegebene Substitution in die verlangte Form umgesetzt werden. Denn 


pj=4, PZ)=%, ... pM=—h 
gefordert wird, so konstruieren wir, der Lagrange’schen Interpolations- 
formel gemiss, fiir 
F (2) = (¢—1) (¢—2) ... (e—n) 

die Funktion, welche den Bedingungen geniigt, in der Form 

F(z F(z Fé 

9O=i we eH t* PQ Ett’ FOE 

Sie steigt in 2 bis zum Grade »-—1. Es ist klar, dass man der For- 
_ derung durch unendlich viele Formen fiir g(¢) geniigen kann, 


wenn 


§ 135. Ist » eine Primzahl p, so kann man einerseits eme Er- 
weiterung dadurch eintreten lassen, dass man die Indices 1, 2, 3,... p 
durch ein beliebiges vollstiindiges Restsystem (mod. p) ersetzt denkt, 


also auch Indices zuliisst, welche den Wert p iiberschreiten; andrerseits 
10 
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kann man jede Form von (2) ohne Schwierigkeit bis auf den Grad 
p—1 erniedrigen, da ja 2?= 2 (mod.p) fiir alle Werte 0, 1, 2, ... 
p—1 von ¢ gilt. 

Speziell wird F'(¢)=2?—z2 werden und F'(z2)=pz?—*—1=—1. 

In diesem Falle n= kann man durch das folgende Theorem. die 
Funktionen  (z) charakterisieren, welche geeignet sind, eine Substi- 
tution analytisch auszudriicken, bei denen demnach die Werte ¢ (0), 
p(1), --. p(p—1) ein vollstiindiges Restsystem ausmachen. 


Lehrsatz I. Damit |z g(¢)| eine Substitution von p Ele- 
menten ausdriicke, ist es notwendig und hinreichend, dass 
g(2) und seine p—2 ersten Potenzen sich auf den p— 2 Grad 
reduzieren, nachdem man sie mittels z?=z auf den p—1™ Grad 
gebracht und alle Vielfachen von p unterdriickt hat* 


Bissell (2) =A, + Ate) Ae eet Ane 
eine beliebige ganze Funktion mod.p. Wir bilden 

[p (2)? = Ay +42 + Ae? +... Apa 2?—1 (mod. p) 
und erhalten, da fiir em jedes e< p—1 

07+ 174+ 2¢+...4(p—1)*=0 (mod. p) 
ist, den Wert der Summe 
8) [pO}"+loQ)+...+lp(—D"=@—-1)4,™ 
=— Ap_:™. (mod. p). 

Wenn nun y(z) zur Darstellung einer Substitution geeignet ist, 
so dass p(0), p(1),... p(p—1) ein vollstiindiges Restsystem (mod. p) 
ergeben, dann kénnen wir schliessen, dass fiir m< p—1 

Ap,1™=0 (mod. p) 

wird. Dies beweist die Notwendigkeit der aufgestellten Bedingung. 

Wenn umgekehrt diese letzte Gleichung fiir eine gewisse Funk- 
tion (4) erfiillt ist, so ergiebt sich aus der Richtigkeit von 8) fiir 
m=1,2,...(p—2) mittels der Formeln B,) aus § 4 

fe—gO)]4—@(Q)]...fe—pw—D]=e2?—az (mod. p). 

Da hieraus folgt, dass die Wurzeln von 2? —«@z—0 ganze Zahlen sind, 
so gilt fiir jede Wurzel die andere Kongruenz 2?—z=0, also gilt 
auch fiir jede (a—1)z=0. Diese Kongruenz ersten Grades muss fiir 
p Werte p(0), ..., p(p—1) befriedigt sein. Wire « nicht gleich 1, 
so wiren die Wurzeln gleich Null und die Kongruenz (p— 2)" Grades” 


* Hermite: Comptes rendus de l'Académie des Sciences 57. 


i oe 
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py (4)== A, pApe aes. pA 922s? =O Gmod.p)ii 
hatte p von einander verschiedene Wurzeln z=0,1,...(p—1). Also ist 


Be -POl|Me— 91)... [2—pp—1)| = 292. 
| =2(e—1)(e—2)... e—(p—1)], 
d.h. die Werte p(0), p(1),... p(w—1) stimmen mit den Werten 0, 
1,...,(w—1) tiberein. Dies zeigt, dass die aufgestellte Bedingung hin- 
reichend daftir ist, dass durch ¢ g(¢)| eine Substitution dargestellt 
werden kann. 
§ 186. Statt durch einen einzigen, kénnen wir die der Substitu- 
tion unterworfenen Elemente x auch durch mehrere Indices kennzeich- 


nen. Bei p? Elementen wire es z. B. moglich, die beiden Indices 2, u 


in %,,, von 0 bis (p—1) gehen zu lassen. Eine Substitution unter 
diesen p” Hlementen kénnte dann durch 
s=|2,u p(2,u), v(Z,u) 
bezeichnet werden, wobei p(z,), ~(2,) ahnlichen Bedingungen zu 
unterwerfen sind, wie sie in § 134 besprochen wurden. 
Ist n= p*, so kénnen die HKlemente durch 
(4;=0,1, 2,...,p—1) 
bezeichnet werden; die Substitution s wird dann 


S = Byy Bay 00 Sk Py (215 2e5++- 2k) Po (41) 2a 9++-2k)y 2+ PE (24 %py+++ 2%) |, 
wodurch angedeutet werden soll, dass der Index 

21, AI, Vi6,, Sasa -2b) 
umgesetzt werden muss. Die Funktionen 9,, 2, --. mx mtissen der 
Beschrinkung unterliegen, dass die p* verschiedenen Systeme 4, 4, 
... 2, auch p* verschiedene Systeme 9,, 9, ... x hervorrufen. 

Man kénnte diese Darstellungsart auch auf den Fall erweitern, 
dass » mehrere von einander verschiedene Primzahlen als Faktoren 
enthalt. Hierauf gehen wir jedoch nicht’ ein, da die Theorie sich 
kompliziert. fe 

§ 137. Die einfachsten analytischen Ausdriicke fiir Substitutionen 
yon n—m* Hlementen erhalten wir durch die Substitutionen von der 
linearen Form 

1) Bene ay Se leiaeay eee Me Oy, By tOg, <0 xt Oh |e 


L 


By, Say 0 BR 


Die @ sind beliebige ganze Zahlen mod. m; sie kénnen also auf m* 
verschiedene Arten gewihlt werden. Hbensoviele Substitutionen dieser 


Form giebt es. Da 
2) ; Sa, Gy,-++ ay + 5B, Bay +++ Bk = Sa+ph, Oy + Bos an Pa 
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ist, so bilden diese arithmetischen Substitutionen* eime Gruppe 
der Ordnung und des Grades m*. Diese Gruppe ist transitiv, da man 
die « so wihlen kann, dass ein beliebiges Element ~.,,...., in ein be- 
liebiges andere a:,,..;, tibergefiihrt wird. Es muss dazu 
= 6-21, C= &— he, --- r= Oe — 

genommen werden. Es giebt nur eine Substitution der Gruppe, welche 
dies leistet. 

Damit eine der arithmetischen Substitutionen ein Element “ un- 
geindert lasse, muss 

@,=0, a =0,... a,=0 (mod. m) 

sein. Dann lasst die Substitution alle Elemente ungeandert und re- 
duziert sich auf die Einheit. Die Gruppe gehért also zu den im vori- 
gen Kapitel behandelten Gruppen $2. 

Durch mehrmalige Anwendung der Formel 2) kommt man zu 

Six, Oa) 5s. Gy S170, «40 2 OOK, = 82 eNO, Gye es 
so dass wir die Gruppe durch 
3) G4 si p20, S611, 20050. "S0, Be ae 

bezeichnen kénnen. Die in die Klammer aufgenommenen Substitutio- 
nen sind untereinander vertauschbar. Dasselbe findet daher bei allen 
Substitutionen von G statt. 


§ 138. Wir suchen die allgemeinste Form der Substitutionen 
b= | Byy Bay ++ Be DP, (215 ++ 2b}, Py O55 <0 2k)y <<< PEE eee 
welche mit G vertauschbar sind, fiir welche daher die Gleichung 
t—'Sq,,...6=Sp,,... 
gilt. Hs reicht natiirlich aus, dass Se,,... der Reihe nach gleich 


den in 3) angegebenen Substitutionen genommen werde. Es wird 
t—15, 9,,..06 auf 
Pr (%, %,+--2x) folgen lassen g,(z,-+1, 2,-.- 2k); 
also muss fiir A—1,2,3,...4 die Beziehungsreihe statthaben: 
pa(@ +1, 2,... 2%) = pa(%, %)---) +a, (mod. m). 
Ebenso ergiebt sich fiir so,1,...0, --. S0,0,...1 


Pa (2,5 % +1,... 2%) = P2(%, a,---2%) +b, (mod. m) 


Pa(%1) %,--- e+ 1) = Grl(ey, 2,.-.%) +, (mod. m). 
Setat man nun 9, (0,0,0,...0) 03, so folgt aus diesen Gleichungen 
bei weiterer Reduktion der Indices z auf der rechten Seite der Kon- 


* Cauchy: Exercices II, p. 232. 
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 gruenzen die Natur der g, als linearer Funktionen der z mit den kon- 
stanten Gliedern 0;. Hieraus ist die Form der Funktionen @ ersicht- 
lich: Es wird 
Pa (21) Say +++ Fn) = One, thre +... + C24 + 02, 
und fiir ¢ ergiebt sich | 
B= | 21, Fyy eke Aye +d, Zot. +02 +01, Aye, + bye +...+ Cy 2249p, ---|3 
dass umgekehrt alle Stbstitutionen dieser Form die Gruppe G in sich 
selbst transformieren, ist leicht einzusehen, da ¢ z: B. 
51,05 0;....0 in | 2, +0, 2+... +62 +96;,... 
© a, (4 +1) +02 +... +6%+9,,.--|, 
d.h. in die arithmetische Substitution 
NGia bss Gk C+ 4; Gh Ges se be + Ox | = Say, a5, ... ay 

transformiert. 

Man kann ¢ durch linksseitige Multiplikation mit 

Sy i tnotee ae Sh eS ds Beet 
auf die Form 
t= | 21, %,--- Se 2, HO eo +... FO, on, G2, +a +... +6524, ... 
seey 2, + Oey +... + 42% | 

bringen. Eine solche Substitution mége eine geometrische Sub- 
stitution® heissen. 

Wir gehen auf eine Untersuchung derselben ein. Bewiesen ist 
bereits: 

Lehrsatz II. Alle geometrischen Substitutionen in ihrer 
Verbindung mit den arithmetischen, und nur diese sind mit 
der Gruppe der arithmetischen Substitutionen vertauschbar. 


§ 139. Es handelt sich zuerst um die Entscheidung dariiber, ob 
die Konstanten a), b,...¢; beliebig angenommen werden kénnen. Hiner 
Beschrankung miissen sie sicher unterworfen werden, da %,,,.,,... =, nicht 
in dasselbe « umgewandelt werden darf, wie 2%; ,¢,...¢,, sobald das 
System 2,, 2,... 2 nicht in allen Gliedern der Reihe nach mit ¢, &, 
... & tibereinstimmt. Allgemeiner: wenn ein bestimmtes Wertesystem 
6, &,--- & gegeben ist, dann muss aus 


G, 2,40 f+... FG %=b, F% +e +... +e =&,... (mod. m) 


das System ¢,, %,... 2 ohne Zweideutigkeit berechnet werden kénnen. 
Wir suchen diese Beschriinkung analytisch auszudriicken. 


* Cauchy: a.a.O 
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Ks ist 
t= 
bp) Spyeee Be Oy By 4D Soe. +0, Sky Mg2,+0g%q +... +6, 2x, «-.| (maod.m) 
Pues 
*) | 02, Dye t+... + Gok, Aq h, + ge +... + Oey -+- 21) Say oes 
Lee Ge - G4 to tit ts); oe (mod. m), 
wenn 4 die Determinante 
| Gs Vin aks | 
5) Uf Pas | May Por % | 
| 
| 


bedeutet. 


Aus 4) folgt, dass der grésste gemeinsame Teiler tr, von m und 


4 auc cas a des teilt. Denn wenn dies nicht der Fall wire, 


0a, 0a, da; 
kénute man &, &, ... & so bestimmen, dass 
0d 6A 0d 
da, 2 ba, tt Ba, 


: : A 
gleich dem gréssten gemeinsamen Teiler von - , soak --» wird. Dann 
hatte der Ausdruck a ou 
1 (ad aA aA 
6) 2 ie G+ 2a = pas ts) (mod, m) 


iiberhaupt keinen Sinn. 

Umgekehrt folgt aus 4), dass der grésste gemeinsame Teiler 1,, 

Ps ae | ; ees 
von m und hartoaliciee 4 aufgehen muss; denn wire dies nicht der 
1 2 

Fall, so kémnte man §,, &,...& nicht so wihlen, dass der Wert von 
6) relativ prim zu m wiirde, was doch notwendig gefordert werden 
muss, damit ¢—' eine Substitution sei. 

Ks ist also tr, =7t,; wir nennen den gemeinsamen Wert t und setzen 

0A 0A 0A 

A=«0 =Th; = ry as ah 
tO, M=TU; dap sh aby co: Cane dee tte 


Dann wird 


1 
7) t—l = | G1» G95 +++ Se ry (1 §, + 0b + eb Ord), 


7 ih + Bie +.3,-.-| (mod. m) 


Ferner hat man 


NS 


“SNe allel Tes 
S 
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| 1) Byy--- 74 
A-A — (rd = | >, Ba,--- Ve =D, 
pee 
1a cD. 


Hs ist also 6, weil es mit + einen gemeinsamen Faktor hat, nicht 
prim zu m. Der grésste gemeinsame Teiler von m und 0 umfasst 
jedenfalls alle in + enthaltenen Primfaktoren; er mége +’ heissen. 
Dann kniipfen sich an 7) dieselben Schliisse wie oben an 4). Es wird 
t’ auch der grésste gemeinsame Teiler von m und «,, ds,... a. So 
ergiebt sich 

( 6=—0e' - m=—p't'; o=—a,t', Bp=B it, ...m=Prt, 


{ 1 
ti = bi ay- + & gr (Ws + ab +... taleks), 


1 . | 
8) gt Bia +B& +...) as (mod. m), 
! ! y | 
ee Oe Te war Ba» Gait nT aay 
25) ) Scmite i ib dsectides AGE ’ 


d%—1— 77! YD’. ~ 
Es hat also auch 0’ noch eimen gemeinsamen Teiler mit m, der von 
1 verschieden ist, falls dies bei tr’, und also, falls es bei + der Fall 
ist; auch er umfasst alle in r enthaltenen Primfaktoren. 

Man kann in dieser Weise ohne Ende weiter schliessen; da aber 
A*—* eine endliche Zahl ist, so geht dies nicht an, d.h. damit ¢ 
eine Substitution ist, muss r=1, d.h. J relativ prim zu m 
sein. 

§ 140. Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn die Kon- 
gruenzen 


Oyo AD eg He + GHH=G, My % +O +... +6 %=G,... (mod. m) 

Sagal 

PC ead ee A ee bs 
dae.” Obie a : 


und diese letzteren lassen, wenn 4 und m keinen gemeinsamen Teiler 
haben, eine und auch nur eine Lésung zu, wie man erkennt, wenn 


man es (mod. m) setzt. 
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Lehrsats III. Damit der Ausdruck 
dee 2p Syyer Be A, 2, HD, Sore HO, ee, My ep Dy ey +--+ +6 2e,-.- | (mod.m.) 
eine (geometrische) Substitution bedeute, ist es notwendig 


und hinreichend, dass 
@,, 6,520, 


. . . . 


Amn 4 Ay, bg, +++ 
| 
| 
) ary De, <i Ge 
relativ prim zum Modul m sei. 


$ 141. Hieraus ist es miglich, die Anzahl 7 der fiir den Modul m 
vorhandenen geometrischen Substitutionen zu bestimmen. 

Hs midge [m, e] die Anzahl der Lisungen der Aufgabe angeben, 
@ Zahlen zu bestimmen, welche kleiner als und relativ prim zu 
m sind, 

Es sei .V die Anzahl derjenigen geometrischen Substitutionen 1, 
is, ty, ..., welche den ersten Index 2, ungeiindert lassen, t, eine Sub- 
stitution, welche 2, ersetzt durch a,2,+0,2+...+¢,2, dann wer- 
den t,, tt), tt), ... alle Substitutionen sein, welche dies thun, und 


sie werden simtlich von einander verschieden sein. Ersetzt 1, den 


Index 2, durch a’, 2, +0',2,+...+¢,2, damn werden 13, 473, tt, -.. 
alle Substitutionen sein, welche dies thun, und sie werden siamtlich 
yon eimander verschieden sein u.s.w. Man erhilt also alle méglichen 
y Substitutionen, indem man N mit der Anzahl der Substitutionen 
1, t , Ts, .-. multipliziert. 

Fiir die Wahl von a,, 0,,...¢,3 @, 04, ... ¢;;... besteht die Be- 
schrinkung, dass die Zahlen eines Systems mit m keinen gemeinsamen 


Teiler haben diirfen. Es giebt demnach [m,%] solecher Systeme und 


ebensoviele Substitutionen t,, 1,, t;,... Folglich wird 

r=([m,k] N. ‘ 
Die Substitutionen ¢ haben die Form 
Bry ayes Be By QWBAAD >... A Ge, ... MH Dpey+... + Ge8e| (Od. m). 
Da a, a, ... @ gar nicht in den Wert der Determinante 4 dieser 
Substitution eingehen, so kénnen sie ganz willktirlich, d. h. auf m*—1 
Arten gewihlt werden; die b, ... ¢ unterliegen der Bedingung, dass 

by y+. | 


BK 
Ohy oC 
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relativ prim zu m wird. Ist die Anzahl der hierbei mdglichen Sy- 


_ steme +’, so findet sich 


x —|m, k| a —'_7’- 


Nun hat aber + dieselbe Bedeutung fir eme Substitation von 


_ (&—1) Indices (mod. m), wie sie r fir k Indices besass. Folglich ist 


> 


| \ he: |. ee ee 
is ‘oe 


een Wa 


ot 


a 
; 


Pe ee ean Oe 


vr —[m, k] w*—* (m, k — 1) m*—?. 7’, 
wo r’ dieselbe Bedeutung fiir (k — 2) Indices besitzt, und so erhZlt man 
schliesslich 
r=[m,k| m*—!.[m,k—1] m*—?. ... [m, 2] m.r%—®. 
Es bezieht sich r*—» auf einen einzigen Index und ist also —[m, 1] 
So wird 
9) r—([m, k| m*—*.[(m,k—1)m*—*. ...[m, 2) m.[m, 1 
§ 142. Das Symbol [m,k] darzustellen, macht wenig Schwierig- 


keiten. Wir begniigen uns damit, den emfachen Fall za behandeln, 
in welchem m eine Primzahl — p wird, da dieser allem m der Folge 


zur Verwendung kommt. Dann wird offenbar 


10) [p, e]=p*—1, 


da nur die Kombination 0, 0, ... 0 aus den p@ Kombinationen 20s- 
geschlossen zu werden braucht. Mit Hilfe von 10) wird 9) 


ner (g* —1) 9 —*(p*—* — 1) p*-*...(p°— 1) p-(p—1) 
ee A Oe = 8 )--- (ee 
§ 143. Die Gesamtheit der geometrischen Substitationen bildet 
eine Gruppe, deren Ordnung durch 9), respektive 11) angegebem wird 
Diese soll die lineare Gruppe heissen. Soll der Grad derselben: be- 
sonders hervorgehoben werden, dann sprechen wir von der linearen 
Gruppe des Grades m*. 


Man erkennt, dass die lineare Gruppe des Grades w* mur solehe 


_ Substitutionen enthalt, welche das Element % 9» ungeZndert lassen. 
~ Denn 


© 4,4,40,4,+..-4644=4, %4,4+6,4,+-.-4+64=4,--- (mod m) 
7 hat fiir jedes mogliche System a;, bi, ...@ die Lésung 


4,=0, 2=—0,..-4%=0 (mod. m). 


* Galois: Liouville Journal (1) XI, 1346, p. 410. 
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Wir werden bei der algebraischen Auflésung der Gleichungen des 
Genaueren mit dieser Gruppe zu thun haben. 

Lehrsatz IV. Die Gruppe der geometrischen Substitu- 
tionen oder die lineare Gruppe des Grades m* besitzt die in 
9) angegebene Ordnung. Ihre Substitutionen lassen samt- 
lich das Element %o,o,...0 ungeandert. Ihre Substitutionen 
sind mit der Gruppe der arithmetischen Substitutionen ver- 


tauschbar. 


Zweiter Abschnitt. 


Anwendung der Substitutionentheorie auf die 
algebraischen Gleichungen. 


Neuntes Kapitel. 


Die Glei¢hungen zweiten, dritten und vierten Grades. 
Gruppe einer Gleichung. Resolventen. 


§ 144. Soll die Gleichung zweiten Grades 
1) x —¢2+6,=0 

mit Hilfe von Wurzelausziehungen aus bekannten Gréssen gelést 
werden, so kann man diese Aufgabe auch folgendermassen darstellen: 
»Bekannt sind die elementaren symmetrischen Funktionen ¢,, ¢, der 
Wurzeln x,, % von 1); es soll aus ihnen die zweiwertige Funktion 
x, mittels Wurzelausziehungen erlangt werden.“* Nun ist uns bereits 
bekannt (erstes Kapitel § 17, 8.16), dass es eime zweiwertige Funk- 
tion giebt, deren Quadrat einwertig, nimlich die Diskriminante wird. 
In unserem Falle erhalten wir 


V 4= (a, He), = 
A = (a, — Wy)? = (H+ ay)’ — Amr, 1, = 6,7 — 46, 
we, — Ty = Ve? —4e,. 
Da es nur eine einzige Gattung zweiwertiger Funktionen giebt, so 
kann durch die eine, soeben erlangte, jede andere zweiwertige Funk- 


tion rational dargestellt werden. Fiir die linearen zweiwertigen Funk- 


tionen ergiebt sich 


* Vergl. C. G. J. Jacobi: Observatiunculae ad theoriam aequationum perti- 
nentes. Crelle Journal 14 p. 340. 
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© 
a 


~ a, + a, a, — a, 
, ; hel Hole Jace : Winds By penis 
hy Dy h- Oiglhg (%+%)+ “> (2, — a) 
Oj oe Op = Op jae ee 
=e Ae = 4V¢?—4e, 
speziell fiir «,=—1, a,=0; a,=0, a,=—1, 
wash Tih Paar —4._ 162 —4e, 
hemes Yen MRE ae nee 2° 


§ 145. Bei der Gleichung dritten Grades 

0 — ¢,27+ 64% —C =0 
ist die Frage nach der Auflésung nicht die nach der dreiwertigen 
Funktion 7,, sondern die nach den drei dreiwertigen Funktionen 2,, 
%y, Uz; es wird also durch die Lésung der Gleichung auch die 3! -wer- 


tige Funktion ' 
8 O50, Hg Ua ye 


bekannt, und diese liefert dann natiirlich auch umgeKehrt 2,, 2, x, 
einzeln. Es ist somit durch Wurzelausziehungen der Ubergang von 
den einwertigen Funktionen c¢,, ¢,, ¢, zu einer sechswertigen Funktion 
Von “,, %, %, zu machen. 

Zuerst liefert uns die Quadratwurzel aus der Diskriminante 

A = (a, — %2)” (1 — Xs)? (Xa — ag)” = — (4Q> + 274") + 18,06 

2.9 
die zweiwertige Funktion HC Cauit iy 
t (&, — Wy) (@, — Hg) (% — Xs); 

alle zweiwertigen Funktionen sind durch sie rational ausdriickbar. Die 
weitere Frage ist nun die, ob es eine mehrwertige Funktion von drei 
Elementen giebt, von der eme Potenz zweiwertig wird. Diese Frage 
ist im dritten Kapitel § 60 bereits erledigt. Die sechswertige Funktion 


9, =%,+ 07x + ox, (0 aaa. el e2 °) 


= 


liefert, in die dritte Potenz erhoben, 
p> =| (— 2¢,3+ 9e,¢ —2T¢e,+3V—3 4) 
rey Coa yes 34). 
Ferner wird, wenn gy, durch Vorzeicheniinderung der Y/—3 aus q, ent- 
steht, aes 
2° = (a, + 2, + wa)? = 5 (8S, —-3V—3 4). 
Man erhiilt hierdurch die beiden Ausdriicke 
4 38 mes a = 
X, + 0X, + OX, = V2 (S,+3Y—3 4), 
s 3 th a ee 
2, + ox, + 0x, = V+(S,-3Y— 34). 
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Kombiniert man mit diesen beiden in geeigneter Weise noch 


Ly + Hy + #3 = 4, 
und beachtet die Relation 
l+a+o?=0, 


so ergeben sich die Resultate 
safe V4 & 43V—34)4V2(S,-3V_—34)], 
t= fe, +o Vi (S, ee =34) + 0V3 (S,—3V—3 4), 
Pie pea) 2B (Syhd Vent 4) +a-V a(S. 3, Van et 

a ist die Gleichung des dritten Grades gelost. 

§ 146. Bei der Gleichung vierten Grades 

+ — ¢, 0° + o4" +.¢,4 4+ ¢,=0 

kennen wir gleichfalls wieder nur eimwertige Funktionen ¢,, &, ¢3, C4 


und sollen die vier vierwertigen Funktionen %,, %,, 7, %, und also 
auch die vierundzwanzigwertige Funktion 


OMG A Oy Ly + 05H, + 0,2, 


durch successive Wurzelausziehungen berechnen. 


Zuerst liefert die Quadratwurzel aus einer in den ¢,, &, 63, 
rationalen ganzen Funktion die zweiwertige Funktion V4. Ferner 
haben wir in § 60 eine Funktion von sechs Werten 

G = (Hy + 524) + (a, 23 + Hy%y) + w (4, %, + HH) 
kennen gelernt, deren dritte Potenz zweiwertig wird und also, zur 
Gattung von 4 gehért. Sie kann daher aus einer zweiwertigen Funk- 
tion mit Hilfe einer Kubikwurzel berechnet werden. Mit ihr ist jede 
zu derselben Gattung gehérige Funktion bekannt. Die Gruppe von 
@ ist 
G =[1, (&,%p) (4), (1%) (Las), (U1 L,) (2%3)]; @= 6, r= 4. 


Zu derselben Gruppe gehért, und ist demnach durch @ rational aus- 


driickbar, Wp? = (W,%q —HhyH,)" (LL, + X_%,)*, 
waihrend #, welches durch Quadratwurzelausziehung hieraus erlangt 
_ wird, zu H=[1, (#,%2) (@%)|; @=12, r=2 


: gehort. w kann demnach auch als bekannt gelten. Hndlich werden 
H? = [%y (@, — Wy) + ot, (ts — a) }?, © = B; (@, + ty) + By Wy + %) 
rational durch w ausdriickbar sein; y wird nun eine vierundzwanzig- 
wertige Funktion. Durch diese sind alle rationalen Funktionen der 
Wurzeln und speziell die Wurzeln selbst rational darstellbar. Man 
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kann diese erlangen, wenn man z. B. die vier Gleichungen, welche 
sich auf «,—=+0,, —%; 6. =+,, —6, beziehen, durch Addition und 
Subtraktion mit einander verbindet. 


§ 147. Wollte man die Lésung der Gleichungen fiinften Grades 
in ihnlicher Weise zu liefern unternehmen, so wiirde man nach unse- 
ren frtiheren Untersuchungen nicht tiber die Aufstellung zweiwertiger 
Funktionen hinauskommen. Denn wir sahen ja (§ 59), dass fiir mehr 
als vier von einander unabhiangige Gréssen 2,, 2, -.. %, kee mehr- 
wertige Funktion besteht, von der eine Potenz zweiwertig wiirde. Bei ~ 
diesem negativen Resultate bleibt es aber fraglich, ob nur ein Mangel 
der Methode die Auflésung der Gleichung verhindert, oder ob die Un- 
» modglichkeit in der Natur der Sache begriindet ist. Es wird sich zeigen, 
dass das letztere der Fall ist; wir werden namlich die benutzte Me- 
thode spater zu einer vollig naturgemissen durch den Beweis des 
Satzes erheben, dass jede bei der algebraischen Auflésung einer Glei- 
chung auftretende irrationale Funktion der Koefficienten eine rationale 
Funktion der Wurzeln selbst ist; alle Schritte von der gegebenen 
einwertigen bis zu den gesuchten n!-wertigen Funktionen der Wur- 
zeln kénnen demnach durch die Theorie der ganzen rationalen Funk- 
tionen der Wurzeln verfolgt werden. 


§ 148. Wir wollen uns zunichst noch mit der Pricisierung der 
Fragestellung bei der Auflésung von algebraischen Gleichungen be- 
schiftigen. 

Es sollen alle Wurzeln der Gleichung x‘ Grades 

1) f(«) =0 

bestimmt werden. Ist eine derselben bekannt, so ist unsere Aufgabe 
nar zum Teil geldst. Den noch iibrigbleibenden Tei] kénnen wir 
mit Hilfe des bereits erledigten derart umformen, dass wir nicht mehr 
die iibrigen (#— 1) Wurzeln der Gleichung 1) vom n‘*" Grade, sondern 
wiederum alle Wurzeln einer Gleichung (— 1)*™ Grades aufsuchen. 
Das Polynom f() ist niimlich, wenn wir die bereits gefundene Wurzel 
mit «, bezeichnen, durch x—., teilbar. Wir setzen 


2) f@) 


ap eh@sat smut tae 0. 


Dann ist noch die Lésung von 2) zu bewerkstelligen. Kennt 
man eine Wurzel «, dieser neuen Gleichung, so lisst das noch itibrig- 
bleibende Problem in derselben Weise eine Umformung zu, indem wir 
zu der Gleichung 
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3) a is (3) == qn—2 — Ca" —3 4c, gr—4 : eee = 0 


Gh 


vom Grade Oss tibergehen. So kann man fortfahren, bis man zu 
emer Gleichung ersten Grades gelangt. 

Man erkennt hierdurch, dass in der Aufgabe, eine Gleichung 
n™ Grades zu lésen, eme Reihe von Problemen vereinigt hegt. Man 
kann diese einzelnen Aufgaben aber in eine einzige verwandeln, nim- 
lich in die: eine einzige Wurzel einer gewissen Gleichung 
des Grades m! zu finden. 

Sind nimlich #,, #,... %,, die von einander véllig unabhangigen 
Wurzeln der Gleichung 1), bekannt, so ist mit ihnen auch eine durch 
die willkiirlichen Konstanten @,, a, ...«, bestimmte »!-wertige Funk- 
tion der Form 

4) E = 0,0, + Og Xe +... bn dn 
gegeben. Umgekehrt ist durch die Kenntnis von & eine jede Wurzel 
von 1) bekannt, da sich durch die !-wertige Funktion & jede ratio- 
nale Funktion von 2, #,... %, rational darstellen lisst. 

Der Ausdruck von & geniigt emer Gleichung 


D) P(E) b+ Ao +... =E—-§,) E—-&)... 6 - fx) =0 
yom Grade »!, deren Koefficienten in denjewigen von 1) und in q,, 
@,... &, ganz sind. Diese Gleichung ist im Gegensatze zu 1) eine 
sehr spezielle; denn ihre Wurzeln sind nicht mehr, wie dies bei 1) 
vorausgesetzt war, von einander unabhiingig, sondern eine jede von 
ihnen kann durch jede andere rational dargestellt werden. Die voll- 
stindige Lésung von 5) und dann damit auch diejenige von 1) wird 
schon durch eine einzige Wurzel geliefert. Dies folgt daraus, dass, 
in Beziehung auf %,, %,... 2%», alle Werte &, &,...&: zu der Gruppe 1 
gehoren. 

F(&) heisst die Galois’sche Resolventengleichung von 1), 
— die Galois’sche Resolvente. Wir werden diese Benennung bald 
erweitern. 

§ 149. Wir haben bisher lediglich von allgemeinen Gleichungen 
gesprochen, d.h. von solchen, deren Wurzeln #,, a,,... 7, von einander 
unabhingig sind. Die Betrachtung der Resolventengleichung /’'(§) = 0 
fiihrte uns bereits auf spezielle Gleichungen, d.h. auf solche, zwi- 
schen deren Wurzeln gewisse Beziehungen bestehen. 

Wir wollen nachweisen, dass aus einer Beziehung, die zwischen 
den Wurzeln herrscht, eine solche zwischen den Koetiotsnten sich er- 
giebt. 


Netto, Substitutionentheorie. 


11 
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Ist die zwischen #,, 2, -.. 2%, bestehende Beziehung 
6) 1 CP AD fa 
so modgen die verschiedenen Ausdriicke, welche durch Anwendung 
der Substitutionen unter z,, %,... Z, auf &, entstehen, ®,, P,,... D, 
sein. Dann wird das Produkt 


v 
[| D; (@, Ty) <> - Fr) 


iw 

wegen seines ersten Faktors verschwinden und wegen semer symme- 
trischen Bildung in den Koefficienten ¢,, ¢,, ... ¢, von 1) rational 
sein. Wir setzen den Ausdruck gleich #(¢, ... ¢,) und erhalten 

a) (Gs G38.) =O 
aus 6). Sobald gezeigt ist, dass “& nicht identisch, d. h. fiir jede 
Wahl der ¢ verschwindet, ist unser Satz als richtig erwiesen. 

§ 150. Die héchste Potenz, in welcher irgend ein x in ®, ein- 
geht, sei die uw’. Wir setzen: 
5 i | ! yr ! 
Sn) 0 = Om, B= 0", a = Cy. Lae - (Mm— 1,2) 3) ee 


wo die a',, b', c', ... beliebige Gréssen bedeuten. Berechnet man 


aus diesen (w.n!+1) Systemen die ¢,, 6, ..- ¢,, so wird bei identisch 
verschwindenden 4 die es 7) gelten; also verschwindet je- 


desmal ein Faktor von I] ®, fiir jedes der (wu.n!-+ 1) Systeme 9’,,). 


Da v héchstens =x! sein, kann, so folet, dass mindestens eimer der 

Faktoren ®, fiir w+ 1 Systeme, die sich unter S',,) befinden, gleich 

Null wird. Es sei dies ®,; wir ordnen diese Funktion nach Potenzen 

von «, ae 
Dg = Go (Wy, --- Gn) «By! + Gy (yy aes Mp) Ly — Ie 

Die Systeme §',,) lassen alle g,, gi, ... ungeindert; w+1 von 

ihnen liefern verschiedene x,, durch welche ®,=0 gemacht wird. 

Wir hitten daher eine Gleichung in 2, mit w+1 Wurzeln; d.h. die 
Io, J, ++» Werden fiir 7 —b', #,—=c',... verschwinden. Hitte man 
ein anderes System 

! ; A +” 

Sim) By =A" my By =b", tee", ... ty—e! .(m—=—1, 2)... n!w+]) 
gewihlt, so hiitte man dieselben Schliisse machen kénnen, wiire dabei 
aber Bein auf eine andere Funktion ®; und die Koefficianteat 
9, 9, «+. gekommen. Nimmt man jedoch yon solchen Systemen 

I " 

B'n}y 8 hs §'",) ... mindestens w.n!+1, so wird man auch min- 
destens w+1 mal auf dasselbe ®, und dieselben Koefficienten Go", 


ad < 
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y,°, ... gefiihrt werden. Wir kénnen die Wahl der Systeme so treffen, 
dass alle w.n!+1 in den Werten 


8) Ug aa é; Ws = a’, soe Ln = é 


tibereinstimmen, wihrend die Werte von a, simtlich von einander 
verschieden sind. Ordnet man dann alle Funktionen g,, g,°,... nach 
Potenzen von z,, so werden die hierbei auftretenden Koefficienten, 
als Funktionen von %3,... %,, ungeaindert bleiben, wahrend samtliche 
I, g:°, ... fiir mindestens w+1 verschiedene Werte von x, ver- 
schwinden. Da a nur in der uw" Potenz in die g® eimgehen kann, 
so sind die Koefficienten bereits durch 8) zu Null gemacht. Das 
heisst: Ordnet man alle Funktionen ® nach Produkten x,77,’, so ver- 
schwinden alle hierbei auftretenden Koefficienten einersder Funktionen 
® fiir ein beliebig gewihltes System 8). Nimmt man statt 8) ein 
anderes System, so kann die Funktion, deren Koefficienten verschwin- 
den, eine andere werden; nimmt man dagegen wieder w.n!+1 solcher 
Systeme, so tritt das Verschwinden mindestens bei einer Funktion 
fiir mindestens w+ 1 System auf ws. f. 

So erkennt man, dass aus dem identischen Verschwinden von *?, 
das emes ® also auch das von @, folgen wiirde. Dies verstésst je- 
doch gegen die Annahmen. “ 


§ 151. Umgekehrt lasst sich jede Beziehung, die unter den 
Koefficienten ¢,, ¢,,...¢, von 1) besteht, in eine solche unter den 


‘@,, %,~-. %, umsetzen. Denn aus 


folet Ja Ae ieee 8) EL 


De Sak ah Bay (Py g 7 By hic vieg lee) (ey, Dgy 0 Be) =O. 


@ ist nicht identisch Null. Denn da es symmetrisch ist, lasst es 
sich auf eine und auch nur auf eine Weise in eine Funktion von ¢,, 
Cy, -.. Cm umwandeln, nimlich in O(c, c&,...¢n) (§ 9). Wire P=0, 
so wiire eine andere Umwandlung méglich, niimlich diejenige in den 
Ausdruck 0. Man hitte also auch @® identisch gleich 0 zu setzen. 

Es ist daher gleichgiltig, ob wir eine spezielle Gleichung als eime 
solche definieren, zwischen deren Wurzeln, oder als solche, zwischen 
deren Koefficienten eine Beziehung stattfindet. Denn eine jede der 
beiden Higenschaften zieht die andere als Folge nach sich. 


§ 152. Sind mehrere Beziehungen in Form von Gleichungen 


DB iipWg aoe Mn) =O, Dy Ae yio<« Ln) = Ogio 
11* 
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unter den Wurzeln gegeben, so kann man diese mit Hilfe unbestimmter 
Koefficienten B,, B,, ... in eine einzige verwandeln, namlich ir die 
Gleichung 

D = D, (67, Wy, «++ Gn) By + De (Ly; Up; ~2- En) Bg te 
Denn aus ®—O0 folgen jene einzelnen Gleichungen wieder, da jedes 
@, eine rationale Funktion von ® ist (§ 99). 

Dasselbe gilt, wenn mehrere Gleichungen zwischen den Koefficien- 
ten bestehen. : 

Wir kénnen demgemiss sagen: 

Jede spezielle Gleichung kann aus der allgemeinen darch 
Hinzunahme einer einzigen zwischen den Wurzeln 2, 4,... 
x, bestehenden Beziehung 

© (2, ,-.-%n) =9 
abgeleitet werden. 

Zu bemerken ist, dass ® durch jede andere Funktion ersetzt wer- 
den kann, welche zur Gattung von ® gehért. Denn zwischen beiden 
besteht gegenseitige rationale Ausdriickbarkeit. Ferner ist zu _be- 
merken, dass es gleichgiltig ist, ob man ® gleich Null setzt, oder ob 
man es als bekannt ansieht. Demgemiiss ist es eime als bekannt 
angesehene Funktionengattung, welche den Spezialcharakter der 
Gleichung bestimmt. Man sagt, dass diese Gattung der Gleichung 
adjungiert sei. Hndlich kénnen wir auch diese Anschauung noch 
etwas indern, indem wir statt der Funktionengattung die zugehérige 
Gruppe einfiihren. Zu jeder Gleichung gehért eine Gruppe 
derart, dass die zugehérige Funktionengattung als bekannt 
gilt. Hine allgemeine Gleichung ist folglich eine solche, deren Gruppe 
die symmetrische ist; denn lediglich die symmetrischen Funktionen der 
Wurzeln sind bei ihr bekannt. 


§ 153. Wir wollen diese Festsetzungen und Anschauungen an 
einem Beispiele erliutern. 

Ks mégen alle Wurzeln einer irreduktiblen Gleichung f(x) =0 
rationale Funktionen einer einzigen unter ihnen sein: 

Hy = Po(X,), Ly = Py (X,), ... Ln = Pn (,). 
Dann erkennt man, dass die beiden Gleichungen 
f(@)=0 und f[ga(x)]=0 

eine Wurzel gemeinsam haben, niimlich a,; wegen der Irreduktibilitiit 


von /(«) wird die zweite der beiden Gleichungen auch Ly,'e. > Fn, also 
die erste auch 
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Pa (%»), Pi (Xs), soe Pa (Xn), 


Pa Pp (7)| (a, p= 2, 3, ee n) 
zu Wurzeln haben. Wire 
— Pal Py (2,)] = Ps [Py (@,)] a B, 
so hiatten f(x) —0 und g, (2) — Pp (x) ==i\()) 
die Wurzel ,(x,) also eine jede Wurzel der irreduktibeln Gleichung 
f(a) =0 gemein. Dann wiire, was unmdglich ist, ga(x,) = 95(#,), d.h. 
es wiren zwei Wurzeln von f(x)=0 einander gleich. Es muss daher 


die Reihe 


dh. allgemein jedes 


R,) Ay, Po (My), Ds apy yen Oh, (ay) 
mit der Reihe 
R,) Ly P2(%y), Ps (%), -++ Pn (X) 


iibereinstimmen, natiirlich von der Aufeinanderfolge abgesehen. 

Wenn man also eine Substitution auf die Reihe R,) der Wurzeln 
von f(«)=O ausiibt, welche «, in «, iiberfithrt, so geht dadurch jedes 
Le IN Pula) tiber; die Substitution ist daher durch die Angabe der 
einen Folge 2,, x, vollig bestimmt. Es giebt in unserem Falle dem- 
nach iiberhaupt nur ” Substitutionen, deren Anwendung erlaubt ist; 
denn jede andere wiirde die tiber die Wurzeln gemachten Voraussetzun- 
gen zerstoren. Diese Substitutionen bilden eine Gruppe £2 (§ 122): 
denn die Transitivitiit ist vorhanden, wie im folgenden Paragraphen 
gezeigt werden wird, und dey Grad wie die Ordnung der Gruppe sind, 
wie eben bewiesen wurde, einander gleich und gleich xn. 

Diese Gruppe $2 ist die Gruppe unserer Gleichung. 

Denn die Beziehungen, welche unsere Gleichung charakterisieren, 
gehen in 

D = B, [ay — Po (%,)] + Bs [% — Ys (%,)] +... + Bn [4 — Pn(@,)] =O 
iiber. Wandelt man 7, in #, um, so geht jedes &, in Pa (ay) = Pa[Y)(2;)] 
tiber, genau wie bei der Anwendung der Gruppe 2. 


§ 154. Ohne fiirs erste tiefer auf die Theorie der Gruppe einer 
Gleichung einzugehen, kénnen wir doch zwei der wichtigsten Sitze 
bereits hier anfiihren. 

Die Gruppe einer irreduktiblen Gleichung ist transitiy; 
ist die Gruppe einer Gleichung transitiv, so ist die Gleichung 
irreduktibel. 

Ist die Gruppe G von 


f (2) = (@— a) ( — a)... (w@— ay) = 0 
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f 
nicht transitiv, so mbgen durch sie nur &, %&, +. Ce mit einander 


verbunden sein; dann wird - 
@ (@) = (@— #,) @— a)... @— He) 


wnter der Binwirkang von G@ ungeiindert bleiben; » gehért also zur 
Gattang der Gruppe G oder es steht unter ihr und ist jedenfalls be- 
kannt: Ge Koefficienten von @ sind also durch bekannte Gréssen dar- 
stellbar, und p(x) =0 


ist ein rationaler Teiler von /(@) = 0. 

Ist umgekehrt /(@) reduktibel, so wird ein p(w) der obigen Form 
rational bekannt sein; G@ enthalt dann keine Substitution, welche 2, _ 
IN Vea; Wowandelt, da sonst eine bekannte Funktion (7) nicht ftir 
alle Substitutionen von @ angeiindert bleiben wiirde. Folglich ist @ 
intransitiy, 

Beide Sitve susammengenommen geben das obige Theorem, — — 

Wir beweisen ferner: Die Ordnung der Gruppe einer irre- 
duktiblen Gleichung vom Grade nv, deren Wurzeln rationale 
Panktionen einer eingigen unter ihnen sind, ist gleich n; und 
wagekehrt: wenn die Gruppe einer Gleichung transitiv und 
ihre Ordnung ihrem Grade gleich ist, dann sind alle Wurzeln 
der Gleichung rationale Funktionen einer beliebigen unter 
thnen. i 

Der erste Teil dieses Theorems ergiebt sich aus dem in § 153 be-| 
handelten Beispiele; den uweiten Teil weisen wir folgendermassen nach. 

Aus der Transitivitit der Gruppe folgt die Trreduktibilitit der 
Qleichung. . 

Spezialisieren wir die vorgelegte Gleichung dadurch, dass wir ihr 
als neve Gattung diejenige .adjungieren, welcher 2, aiteehet: so re- 
dusiert sich die Gruppe. Sie enthiilt jetzt nur die Substitutionen, 
Welehe a, micht Andern, Die Gruppe ist aber eine Gruppe @ (§ 122); 
daher enthilt sie nur eine Substitution, die Hinheit, welche 2, nicht 
andert (§ 90). Bekannt sind also nach der Adjvngiorana Von 2 alle 
aur Grappe 1 gehdrigen oder unter ihr stehenden Funktionen. Sped 
aiell sind ay, &, 66. @ bekannt, doh. rational durch @, darstellbar. 

Mieraus folgt: Sind alle Wurgeln einer irreduktiblen Glei E 
chung rationale Funktionen einer bestimmten Wurzel, so 
Sind sie auch rationale Funktionen jeder beliebigen Wurzel. 


§ 15d. Im Falle einer allgemeinen Gleichung /(@)=0 ist die 
sagehirige Galois’sche Resolventengleichung J’(g)=—0 des Grades 7 
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irreduktibel. Es sind namlich bei einer alleemeinen Gleichung nur 
die symmetrischen Funktionen der n Wurzeln «,, a, ... %» bekannt; 
andererseits wird erst das Produkt der mn! Ausdriicke (&--&) sym- 
metrisch. 

Da jedes & durch jedes andere rational ausdriickbar ist, so wird 
die Gruppe von F'(&)=0 Grad- und Ordnungszahl gleich haben, d. h. 
gleich »! Um die Gruppe zu finden, schreiben wir alle Werte 


br bo) E53, aoe a 

auf, wenden auf diese Reihe siimtliche Substitutionen von “,, 2%,... 
“,.an und fassen die entstehenden Umsetzungen als Substitutionen 
unter den Klementen € auf. Da jede Substitution unter den x jeden 
Wert der m!-wertigen Funktion £ umsetzt, so gehdrt die Gruppe der & 
za den Gruppen 8. Die Gruppe der « und die der & sind einander 
einstufig isomorph (§ 89). Als Beispiel wahlen wir ein schon friiher 
benutztes, welches durch die Gleichung dritten Grades geliefert wird; - 
die Gruppen G und I von f(a)=0 und F'(§)=0 sind 

G=[1, (4, 2,), (WW), (Wy %s), (0p Xs), (L125 %Q)I, 

P=[1, (85) (& 8s) (6586); (61 Ss) (2&5) Ess), (Er Se) (Es 85) (E450) 

(&, b4 9) (& Es Es) (&, gs my) (E> E, és). 
Anders gestalten sich die Verhiltnisse bei speziellen Gleichungen. 
Setzen wir wieder 
4) E00, + 2+... + OnFn, 
so ist diese Funktion zwar nach wie vor m!-wertig; allein da nur die 
y Substitutionen der speziellen zur vorliegenden irreduktiblen Glei- 
chung gehérigen Gruppe G in Anwendung gebracht werden diirfen, 
so besitzt fiir unsere Betrachtungen § auch nur » Werte. Sind diese 
9) co be ie Er, 
so wird 
10) F.(é)=@—&) @-&)...@-£) = — Bet +... <0 
die Galois’sche Resolvente der speziellen Gleichung. Ihre Gruppe 
I’ wird wie oben gefunden. Hs ist eine Gruppe des Grades und der 
Ordnung 7. Sie ist einstufig isomorph zu G. 

Kennt man eine Wurzel &, von 10), so reduziert sich (vergl. § 154) 
die Gruppe I auf die identische Substitution 1. Dieser entspricht in 
der isomorphén Gruppe G dieselbe Substitution 1; alle Funktionen der 
speziellen Gleichung sind daher durch eine Wurzel §, = 0 2, +... + On Uy 
rational ausdriickbar. Es spielt also & hier dieselbe Rolle, wie bei den 
allgemeinen Gleichungen. 


168 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie. 


Bezeichnen wir durch £, eimen der w! Werte von §, welche in 
der Reihe 9) nicht vorkommen, so kann man mit demselben Reehte 


und aus denselben Griinden wie oben unter dem Eintlusse der Grappe 
G die r Werte 


9) a Bayes: 2, 
entstehen lassen, und dann 
10" F',)=@—-#) @—#)...G-B)—0 


als Galois’sche Resolvente ansehen. F.($) und F”.(§) gehdren, als | 


Funktionen von 2,, %,... 2%, betrachtet, In der That m derselben 
Gruppe, nimlich zu G. Die Gruppe I’ von 10°) ist eme Gruppe 2; 
sie ist einstufig isomorph zu G, also auch ze TL Hieraus folgt nach 
dem Lehrsatze XXV) $90, dass F und I~ von gleichem Typus sind und 
sich nur durch die Bezeichnung von emander unterscheiden kommen. 

Beide Funktionen F,(§) und F”.(§) sind Teiler der im allgeme? 
nen Falle auftretenden Galois schen Reselvente 


5) F(®=(—§&) @—§).---E—-S 

Wir erkennen daraus, dass bei allen spesiellen Glechungen die 
Funktion F(§) reduktibel wird. Ist die spezielle Gleichung durch de 
Gattung der Gruppe @ von der Ordnung r charakterisiert, so serfillt 
ie ni = as ae 
5) in e= = Faktoren desselben Grades r_ Dabei ist es gleichgiltig, 
welcher der Faktoren als Resolvente der besonderen Gleichang an- 
gesehen wird. 

Man erkennt, dass der Ubergang von f(2#)=—0 ze F.(S)=—0 Ren 
tisch mit demjenigen von der Gruppe @ au der entsprechenden ise~ 
morphen Gruppe I" ist, deren Grad- gleich ihrer Ordmungszahl wird, 


§ 156. Den Ausdruck Resolvente komen wir, allgememer als 


bisher, fiir eine jede mehrwertige Funktion verwenden, deren Elemente 
die Wurzeln der vorliegenden Gleichung f(#)=0 sind. Eime e-wer 
tige Funktion (2,, 23, .... &) ist Insoferm als eime Resolvente oder 
als eme resolvierende Funktion anzusehen, als dwreh die Anak 
lésung emer Resolventengleichung des Grades @ das Problem der 
Lésung von /()=0 vereinfacht wird. So hatten wir 2 B bei den 
Gleichungen vierten Grades folgendes System ven Reseolventen be 
nutzt (§ 146): 


1) die aweiwertige Funktion Y= («, —«) (a, — 2)... (=, —*) 
2) die sechswertige Funktion @ = (#,2,+2,2,)+ e(@,, + 2,) 
+ @*(o, 2, + Ray), 


Neuntes Kayitel. Vie Gleichungen 1 ¢iten, Aritten usd vierten Grades Ae. 169 


3) te wilwertige Vunktion ¢ — (4,2, —2,5,) (4,4 5:%); 
_ 4) ie vierandzwanzigwertige Funktion 4—«,(z,—z,)+«,(4,—4,). 
| Anffuglich hatte die Gruppe der Gleichung die Ordnung 24: wach der 
lisung der quadtratischen Gleichung, deren Wurzel die zweiwertige 
Vouktion V4 war, reduzierte sich die allgemeine, symmetrische anf 
| te alternicrende Gruppe von der Ordunng 12. Eine Kubikwurzelauszie- 
- hinng flarte uns anf die Grappe G ($146) der Orduung 4; eine Quadrat- 
wurtelgusiiechung anit die Groppe H der Ordnung 2, und endlich 
kamen wir zur Gruppe 1 und damit cur definitiven Lésung der Glei- 
p chong, fir wdche die Bennizung von o nicht ndtig gewesen ware. 
Dass hierbei die Léeung Gner Gleichung des Grades 9 die Gruppe 
aul des ¢* Tei) der Substitutionen reduzierte, ist nicht auf beliebige 
- Besolwenten wm Ghertragen. Wir werden spater sehen, dass dies bei 
| den Wiguastratischen Gleichungen und der oben gewahlten Resolventen- 
| tolge nur daker kam, weil dice Gattung einer jeden vorhergehenden 
| Resolvente eine ausgezeichnete Untergatiang ($101) derjenigen der 
folgenden Besolvente waz.- 
It Gime o-wertige Resolvente 9 (s,,%,,---%,) gegeben, so hangt 
| dieseibe von einer Resolventengicichung o* Grades 
MW) GY — A, + A,G#-* —.. + Ag—O 
ab. Um die m dieser Gleichung gehorige Groppe mm finden, schlagen 
wir dasselbe Verlakren cin, welches wir schon im vorigen Paragraphen 
é 4} * 4 =a 
= sane ste G15 Ver --- Pe 
die Werte sein, welche ane 9, entsichen, falls man auf diesen Wert 
alle Eubstitotionen der Gruppe G von f(z) =0, anwendet. Jede Sub- 
von G wird die 9 Werte g unter eimander vertauschen; da- 
dards erhZ\t man versdhiedene Komplexe, welche, als Substitutionen 
unter den ¢ auigcasst, dic m 11) gehorige Gruppe konstituieren. Die- 
scibe ist isomorph m G; sie ist ferner transitiv, da es in G Substi- 
- tutiones geben wird, welche gy, im jedes andere g; umwandeln Ist 
tie Gruppe von Y, eine avsgemichnete Untergrappe von G, so gehort 
sie anch WD G2, $z,--- Fe Diese Werte sind somit durch ¢, rational 
austriickbar. Also kommen wir nach § 154 auf eine Gruppe 2. 
$ 147. Wan kinnte versuchen, durch passend gewahlte Resolven- 
die Beduktion und wombdglich die Auflésung von 5) F(£)—0 der 
entengieichung des Grades un! ~ bewirken* Trotzdem auf die- 


——— 


* Dies vereuckte Lagrange, Mem. d Akad. d Wm Berlm; Band Iii. 
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sem Wege das gewiinschte Ziel nicht zu erreichen ist, wie itiberhaupt 

auf keinem Wege, aus Griinden, die sich erst spiiter entwickeln lassen, 

so sollen die betreffenden Untersuchungen doch in Kiirze durchgefiihrt 

werden, weil sie fiir das bisher Besprochene passende Beispiele liefern. 
Wir gehen wieder von der Gleichung 


1) f(x) =0 


des Grades n aus. Es sei » eine zusammengesetzte Zahl, p einer ihrer 
Primzahlteiler und x—m.p. Dann teilen wir die n=m.p Wurzeln 
in p Systeme von je m ganz nach Belieben gewiihlten Wurzeln, bilden 
die Summen der in jedem Systeme vorkommenden Wurzeln und be- 
nutzen diese zur Resolventenbildung: 


XG —= x oa Lp — 2p +. 3 ot Lim— Wp} 
x, =H, Spe =f sities e+ X(m—1) p15 


. . . . . . 


4 Cp—1 =! x Hoe ty Riegel ess Shes ete in 


Dann bleibt die Gesamtheit der X,, X,,... X,—1 ungeiindert, wenn 
wir nur solche Substitutionen ausfiihren, welche lediglich die m emem 
und demselben X, vorkommenden x, unter sich vertauschen. Wir er- 
halten hierfiir also eine intransitive Gruppe der Ordnung (m!)?. Die 
symmetrischen Funktionen von X,, X,,... X,—1 bleiben ferner fiir 
die p! unter den Xg modglichen Substitutionen ungeiindert, imfolge- 
dessen auch fiir die entsprechende imprimitive, isomorphe Gruppe der 
x, von der Ordnung p!(m!)”, bei welcher die 2; jedes einzelnen Systems 
gleichzeitig ein System der Imprimitivitit bilden. Diese symmetrischen 
n!} 


Funktionen haben also 9 = DiGi Werte, und sie gehéren somit als 
pl(mt)e 
‘ : n! 2 es 
Wurzeln einer Gleichung des Grades 9 =~ t(m!)? an. Kennen wir eine 
pi(m 


Wurzel y, derselben, z. B. die, welche zu X,, X,,... Xp_1: gehort, 
so kann man alle symmetrischen Funktionen dieser p Gréssen rational 
darstellen; denn alle symmetrischen Funktionen von X,, X,,... X,—1 
gehoren zu derselben Gruppe. Wir sehen y, jetzt als bekannt an. 
Als weitere Resolventen bilden wir unter Benutzung einer primi- 
tiven Wurzel o der Gleichung 2?—1=0 die cyklischen Funktionen 


0,=(X)+ o X,+...+0@?—1X,_1)?, 
6, = (X, + @? X, +... w?(?—Y X,_,)p, 


0,1 = (Xp + P17 X +... + wo XP. 
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Dann bleiben alle 9, ungeandert fiir die » arithmetischen Substitu- 
tionen unter den X,, welche jeden Index um dieselbe Zahl vermehren, 
und auch nur fiir diese Substitutionen (§ 137). Die symmetrischen 
Funktionen der 6 bleiben ferner fiir diejenigen Substitutionen ungeiin- 
dert, welche alle Indices mit einer und derselben Zah] multiplizieren 
(§ 126). Die Gruppe einer beliebigen symmetrischen Funktion von 6, 
0,, -..9,—1 hat also die Ordnung p(p—1); eine solche symmetrische 
Funktion der 6, ist demnach aus den symmetrischen Funktionen der 
X,, X,,... X,—1, und folglich auch aus y, durch eine Gleichung des 


! 
Grades p: » —2)! ableitbar; auch von einer solchen Glei- 
FEC IN ay oe 


chung ist nur die Kenntnis einer einzigen Wurzel Z, notwendig, um 
alle symmetrischen Funktionen der zugehérigen p—1 Groéssen 4, ra- 
tional darstellen zu konnen. 

Durch z, sind somit z. B. die elementaren symmetrischen Funk- 


nen 6,+6,+..-+60,1= R, (), 
6,0, +040, Seg a= Fe, 


ausdriickbar ; fhe Auflésung der Gleiching ae 1) Grades 
Hoe sate OA hula ea) O00, a nam 


kommt man auf die Werte 6,, 0,,...6,—1. Doch’ ist auch hier nur 
eine einzige Wurzel der Gleichung nétig, da alle Wurzeln zu der- 
selben Gattung gehéoren und daher rational durch eine beliebige unter 
ihnen ausdriickbar sind. 

Die Ausziehung der p*" Wurzel aus 0, giebt 


X,+a@X,+ w? X,+...+ @?—-1'X, 1 = V 6,. 
Weil nun alle /,, Vs, ... zu derselben Gruppe der w von der Ord- 


nung (m!)” gehéren, wie //6,, so werden alle jene p'” Wurzeln durch 
diese eine rational darstellbar sein. Man erhalt demnach, wenn wir 
V4, =u, setzen und unter S,, S,,... gewisse rationale Funktionen ver- 
stehen, die Gleichungen: 

Xt X, + Kot... + Xp—1=S, (%); 

X,+ @ X,+ 0? X,+...+ a?! Xp 1= uy, 

x aes + o*X,+.. Cnet 5 Yo) 


x, ens 1X, 4 @-X, nF baled ts oe ae 


Durch einfache lineare Kombinationen ergeben sich 
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= 1 ay } au a 
Xx) s Pp [S, + Uy + Sy Foe aa Sp—1l, 
Xe x [S, + a—!. uy + a—*S,+...4 a—?T18,_1], 
p 


. 


Um also bis zu den Resolventen X,, X,, ... X,—1 vorzudringen, 


braucht man nur zu.kennen: ~ 
nf 


p!(m!)?? 
2) eine Wurzel 2, einer Gleichung des Grades (p—2)!, deren 
Koefficienten rational in y, darstellbar sind; é 
3) eme Wurzel 6, eimer Gleichung des Grades (p—1), deren 
Kofficienten rational in z) darstellbar sind; 
+) eine p** Wurzel uw, aus der Grosse 6. 
Das Produkt der Grade dieser Gleichungen 
! ) 


v! 
Se fH = ON ee 
he Or eas 


1) eime Wurzel y, einer Gleichung des Grades 


n 

pl(n 
stimmt mit der Anzahl der Werte tiberein, welche eine lineare Kombi- 
nation der X,, X,,... bei Vertauschungen der a, untereinander an- 
nehmen kann. 

§ 158. Wiire n=, so wiirde die erste der vier Gleichungen 
vom ersten Grade werden; sie fiele weg, und die X, stimmten mit den 
Wurzeln 2, tiberein. 

Unter diesen Umstiinden ist die Lésung der Gleichung identisch 
mit derjenigen von 2), 3), 4). Der Grad von 2), niimlich (m— 2)}, 
tibersteigt den Wert von », sobald diese Zahl grésser wird als 4. 

Wire n= p.m, (m> 1), so wiirden mit 

Xq = Hy + Lp + Wp +... + Lm—y p 


zugleich alle symmetrischen Funktionen der m Wurzeln 


Xqy Up, Lap, +++ Lm—)p 
bekannt sein, da sie siimtlich zur Gruppe von X, gehéren. 
Fiir m= p,m,, wobei p, einen Primzahlteiler yon m_ bedeutet, 
kénnte man dieselbe Operation der Einteilung 


Vy = Ly + Xp,p + Capp... 
Y= 2+ %p,4p+%en4ypt..- 


. . . . . . . . . . . . 


wiederholen, und man kiime durch iihnliche Gleichungen, wie die oben 
benutzten es waren, und durch deren Aufldsung zu spezielleren Re- 
solventen Y), Y,,... Wire m=~p,, so hiitte man durch diesen zwei- 


Se ere 
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ten Prozess p, Wurzeln der vorgelegten Gleichung erlangt. Ist m,> 1, 
so kann man in derselben Weise fortfahren. 


§ 159. Durch dieses Verfahren von Lagrange ist zwar eine 
Vereinfachung in das Problem der Lésung der Resolventengleichung 
des Grades ! gebracht, aber es ist weder ersichtlich, ob dasselbe die 
moglichste Reduktion des Problems giebt, noch inwieweit diese Me- 
thode bei den Gleichungen héherer Grade verwendbar ist. 

Fiir die Gleichungen der ersten vier Grade fiihrt sie direkt zur 
Lésung. 
So bleiben bei den Gleichungen dritten Grades nur die Probleme 
3) und 4) bestehen. Bei den Gleichungen vierten Grades liefert 1) 
den Grad oe, =3; 2) den Grad 1; ebenso 3) den Grad 1; endlich 
4) den Grad 2. Damit sind die Resolventen 

Xy=Xy+%, X,=4,+4, 


bekannt. Sind alle Wurzeln der Resolventengleichung dritten Grades 
bekannt, so sind auch 

x" = ly +X, xX", = Dy + Lp, 

XN = Hy + 8g, X= 2, +X 


! 
gegeben. Fiir 16; m=3, p=2 hatte man den Grad To == 10 
; ; 6! 2 
bei der Gleichung i F fiir n= 6: m= 2, p=3 den Grad BED == 1115). 


Hier, wie schon bei n=5, kommt man zu Gleichungen von héherem 
als dem vorgelegten Grade. 


Zehntes Kapitel. 
Die Kreisteilungsgleichungen. 


§ 160. Die Gleichung, welcher eine primitive p* Hinheitswurzel a 


- gentigt (wo wie tiberall unter p eine Primzahl verstanden werden soll), 


fiihrt den Namen ,,Kreisteilungsgleichung“; sie hat die Form 


1) ——_— =gr-14+gr-24+,..4a7+2+1=0. 
Dann sind siimtliche Wurzeln von 1) die folgenden 


2 3 p—1 
2) Ono, °, «nae, 


———_ “aS = — 


atareh p teilbar seta, was nicht mighech ist, Demnach ist 1) nicht 
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Wir beweisen, dass die linke Seite yon 1) nicht als ein Produkt von — 
awei gansen Panktionen @(@), &@) mit gangzahligen Koefficienten 
ee werden kann, Denn wire dies der Fall, so ergibe sich 


aa elmer der beiden senanihaaace Fablnien a Bo @ (1) miisste daher 
gleich +1 sein, Da ferner @(@) = 0 mit 1) mindestens cine Wurzel 
gemeiasam hat, so wird 
HE). 9). POSE. PL@LPT) =O 
sein, Wobei @, eine beliebige der Wurgeln 2) bedeutet, and 
@ ().@ @) ee)... perm) =0 
hat also alle Grissen 2) gu Wureeln; folglich ist die linke Seite 
dieser Gleichung dareh die von UL) teilbar: es entsteht 
3d) @W el) ... @ P= F@). rn! + ah... te D, 
wodeal man water P(e) eine ganze Funktion mit ganezahligen Koef- 
fielenten ou verstehen hat. Aus 3) wind flr w= 1 
p (Po =p. FP). 
Rs mitsste also schhesshch @ (1!) welches den Wert Eins hat, 


redukiibel, 


hehrsats IL Die Kreisteilungsgleichang fiir die Primzahl p 
ee— 1 
s—1] 
ist trreduktibel 


wre orm tet l= 0 


. 


~ 


$ 161, Ks sei man g ave prinitive Warzel (mod. p), damn kann 

die Heike 2) der Warzely der Kreisteilungsgleichang dargestellt wer 

den als, / 

4) @, af) af). ae " 

Da 1) tnredukiibel ist, go ist die sugehdrige Grappe_ transitiv; 3 

@iedt also eine Substitution, welche @® ine” umwandelt Dadurch geht 
e* in (et) att! 

Uber: die betrediende Substitution ist infolgedessen ; 

s= (@P@Mer ee? o"), ss 

Die p— 1 Potenzen von s bilden die Grappe von 1). Denn sie kom- 


men in eser Grappe vor, und andrerseits hat diese mach § 14 nur 
P— 1 Substitutionen, 
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Wir stellen jetzt die cyklische Resolvente auf 


. (a+ ao + ao +...4 a—*e”*\r-1, f 
in welcher @ eine primitive Wurzel der Gleichung 
go-t_j{=—() 


bedeuten soll. Nach unsern Auseinandersetzungen fiber cyklische Vunk- 
tionen wird gemiss § 122 diese Resolvente fiir s und seine Potenzen, 
also fiir die Gruppe der Gleichung ungeandert bleiben. Es ist diese 
Resolvente demnach durch die Koefficienten von 1) und darch @ ra 
tional darstellbar. 
Wir bezeichnen ihren Wert durch 7, und haben somit 
p—t 
5) otaa+ art ...t 0%” *=YT,. 

Diese (p— 1)* Wurzel aus 7, ist eine moglichst vielwertige Funktion 
der Wurzeln 2); sie ist namlich (p—1)-wertig, da sie fir alle Sub- 
stitutionen der Gruppe ihren Wert dndert. Ebensoviele Werte hat 


wegen der Vieldeutigkeit des Wurzelzeichens die rechte Seite. 
p—i1 


Durch YZ, ist jede andere Funktion der Wurzeln rational dar- 
stellbar. Dies ergiebt sich aus der allgemeinen Theorie: wir wollen 
es aber hier in unserem besonderen Falle nochmals ableiten. Es bleint 
fiir die Gruppe der Kreisteilungsgleichungen- 

6) (a+ oot +a’a%+...) (ot 404+ 7 or+.,,y-'~/ 
ungeandert, da der Hinfluss von s diese Funktion in 
(aI + o wf + a? 74+...) (i+ a0% +07 0" +.,.)e—'~? 
= (a+ 0 oF + a’ o+...). 
a? 1-4 (I + gal + 0 wf +.,,)2—1—? 
=(9+ 00+ 4 oFf +...) (+ 407+ 007 +,,,)%—-*-7, 
d.h. in sich selbst iiberfiihrt. Dies thun dann auch die Potenzen von 
s; also gehért die Gruppe von 1} zu der aufgestellten Funktion 6). 
Bezeichnen wir daher diesen, durch « und die Koefficienten von 1) 
rational ausdriickbaren Wert 6) mit 77, dann erhalt man fir d= 1, 
2,...p—2 die Reihe von Gleichungen 


p—! 
atanor +470 +...-al-*0-* =VT,, 


, A . (Sige 
atwa +cbot — +... ab—Pal” tm YT, 
“4 
y jt 
i p 


a+ alot PV—DaFr+,,.4460-P OY = 


p-—2 OT tj 
Hie Vie - 
i 


176 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie. 


Verbindet man mit diesem Systeme die unmittelbar aus 1) folgende 


ziehune =" 
Be > otoartarv+...ta@7” “=——l1, . 


so erhiilt mau durch geeignete lineare Kombinationen 


1 p-l Yb pl a p—l1 z 
@ -—|- L+V2+ 7 RYT +42 Tr. yr], 


»— 1 
iT p-—1 Re bas p—l 
a? = Pee E -[+e-} VT,+ ‘T. LY T34.. Pe ae ~ VERo |, 
ey i gee Ty) p—! 
ae = i @ lta? VT, +a-* 3 RVI a3 geass = VTP |; 
P— 


Hs ist ersichtlich, wie eine Anderung der Wurzel « oder der Be- 
p—1 

deutung von V7, nur eine Vertauschung der Werte  untereinander 

hervorrutt. 

Lehrsatz II. Um die Kreisteilungsgleichung fiir die Prim- 
zahl p aufzulésen, hat man eine primitive Wurzel der Glei- 
chung z?~'—1=0 zu bestimmen, und aus einer hiernach ra- 
tional darstellbaren Grésse die (p—1)* Wurzel zu ziehen. 
Die Kreisteilungsgleichung ist also auf zwei binomische 
Gleichungen des Grades (p—1) reduzierbar. 

§$ 162. Die zweite der angegebenen Operationen kann man noch 
weiter vereinfachen. Es wird 7’, im allgemeinen complex und von der 


Form . Se 
=e (cos d+ isin d) 


sem. Fiihrt man jetzt folgenden Ausdruck ein 

@, = (@—'+ a! a9 4+ a?" +... .)P-}, 
so wird er, da @ und w~', « und e&~! conjugierte Wurzeln sind, der 
conjugierte Ausdruck zu 7’) werden; man hat demnach 


T, .O, = Q (cos ® + isin F) . @ (cos ® — isin ) 
| 
= 0°. 
Fer es lasst sich, genau wie im yorigen Paragraphen, nachweisen, dass 
V 1.6 *(@ + &O9+ ao" +...) (@-!+ a-1w-9 + a? @-F +...) 


zur ratte der Kreisteilungsgleichung gehért, und also rational durch 
« und die Koefficienten von 1) darstellbar ist. Es sei 


dann wird, falls man g® fiir den Radikanden einsetzt: 


~] 
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Ba ee 
Vo=VU. 


Man erhilt demnach fiir ein beliebiges ganzzahliges i 


p—1 
T, — — o+ 2khx ., +2kr 
(cos : 4 . 
ele VU p Wekdc 1 Sin =| 


Da sowohl U wie # bekannt sind, so hat man: 


Lehrsatz Ill. Um die Kreisteilungsgleichung aufzulésen, 
hat man eine primitive Wurzel der Gleichung z#—!—1=0 zu 
bestimmen, einen Winkel, welcher dann konstruiert werden 
kann, in (p—1) gleiche Teile zu teilen und aus einer be- 
kannten Grosse die Quadratwurzel zu ziehen. 

Diese bekannte Grésse, U’ namlich, lasst sich leicht berechnen. 
Es ist 


=(0 +a09 +e@oa* +...44%—-2@9~*), 


(@ 1+a—lw-I +e w@-F+4...4 a? t?@—s?~*), 
_ Wir fiihren die Multiplikation derart durch, dass wir merst je zwei 
an entsprechenden Stellen der beiden Klammern befindliche Sum- 
manden mit einander multiplizieren. Das Resultat ist 

Wit pier apa eae, E 
Dann multiplizieren wir jedes Glied der ersten Klammer a’ io mit 
dem rechts benachbarten seines entsprechenden Gliedes in der zweiten ~ 
Klammer, a—?—l@—“/**. die Summe der Produkte ist 


a (@—It14 @—PtI4 w@-VTF + ...), 


-Multiplizieren wir weiter jedes cw der ersten Klammer mit dem 
w-*—2q—"*? der zweiten Klammer und fahren nach derselben Me- 

thode fort, bis das Produkt U erlangt ist, so ergeben sich dabei die 
folgenden Unterprodukte, deren Summe zu bilden sein wird: 

q a-!(@—It! 4 w-F +94 @-F THF 4 ,,.), 

a? (@-P Th wets + a—-7ter 4+ .,.), 

a2 (a9 tty EPO gre 1%). 


: 5 : : pie P 
Nun ist w—7++ eine von 1 verschiedene p* Hinheitswurzel @,; denn 


es kénnte nur dann 5 
oe +i 1 


sein, wenn — g9+1=0, g’?=1 (mod. p), also =O oder gleich p—1 
wire. Wir koénnen aah die Klammer der 6*™ Zeile durch 
ae ‘—1 


a, fos+af +... tol? = — cae 1——1 


ersetzen und erhalten 


Netto, Substitutionentheorie. 


12 
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U=(p— 1) — (ae + 8. ere t) = (p— 1) — © 1) 
= ph | 
Ks folgt also: 
Lehrsats IV. Die Grisse, aus welcoher nach der Vorschrift 


von Lehrsatz I1]) die Quadratwurgel au siehen ist, hat den — 
Wert p. 


§ 163. Durch das bisher besprochene Verfahren erhielt man, 
weil die Resolvente 5) (p— 1)-wertig war, sofort die vollstindige 
Lisung der Kreisteilungsgleichung. Mit Hilfe von minderwertigen 
Resolventen kann man die Lisung auf ihre einfachsten Bestandteile 
redugieren. 

Es sei p, ein Primaahlteiler von p—1, wd p,.@,=p— 1 Damn 
wilde man 


i 


(@ + @, @8 + @&, 2a +... a? ar? *), 
worlh «, eine primitive Wursel der Gleichung 
2&—1=—0 
bedeutet. Da a@,, @&,%)... @® von einander verschieden sind, wihrend 
die folgenden Potenzen von a, wieder dieselben Werte annehmen, 
so kinnen die hdheren Potenzen a +!, ... @P>* durch jene niederen 
~ ersetat werden, und wenn man 
— =e Fah por® +.  +aQre—™*, 
R, = a + geet agra rtt sy pg? Oat? 
Pp —1 = OF" —* 4 Qe h—* 4 gh 4 gem e— 
setet, so wird man die obige Resolvente schreiben kinnen: 
PoE HED +H... + AH "M, 1) 
Es kann jetat durch die frther benvizie Methode bewiesen wer 
den, dass diese Reselvente sich beim Einsetzen von e@° fir @ nicht 
indert, dass sie also aur Grappe der Gleichung 1) gehdrt und dem- 


nach rational dureh a, und die Noefiicienten yon 1) darstellbar ist 
Wir bezeichnen ihren Wert mit U,@) and erhalten 


= 
Pot Py HEH Ho. ayM mM, 2 = VEX, 
Setat man damn, wieder genau wie oben, | 
(Po PG, + eB Ho. PQA May, 2), 
(Po &@, ah he eis aie Oe Os tee ea 
wa: UX”, 


se findet sich, dass Uy rational bekannt, und dass 
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¥ P= 9, [-14- 70," VU oF ry sb 
awe. Tw +4 UP a5 
I “4 U,@ +... 


Ps = 


Y= 


je wird. Diese einzelnen Mecene bleiben fair die Einsetzung von wo” 
- statt » also fiir die Potenzen 
Sh, FB, PP, ... SLM: 

_ angeandert. Man erkennt: 
| Lehrsatz ¥. Die p,-wertigen Resolventen gy, 9,,--- Pp,—1 
der Kreisteilungsgleichung gehoéren zu der aus den Potenzen 
vou s* gebildeten Gruppe. Man kann sie durch Aufsuchung 
einer primitiven Wurzel von z—1—0 und Ausziehung einer 
pé@ Waurzel aus einer dann rational bekannten Grosse be- 
stimmen. 

Ist p, ein zweiter Primzahlteiler von p—1, und p—1—p,.9,-q, 
go ist die Resolvente 

(0+ a0" 4 2a" "+... 4- 4,41 ™)a, 
: in 1 welcher a, ele primitive p,* Einheitewurel bedeutet, auf die Form 
y+ ty + "Ig +--+ af "Yp,-1)” 

_ reduzierbar, wo unter 
lo Ot oh 4 gg Ph 
tO? OL ge eee Bi | 


_ verstanden werden muss. Man erkennt, dass diese Resolvente fiir den 
Obergang von @ zu o”, also fiir die Substitutionen s”, s*”, ... un- 
_ geandert bleibt und daher durch g, rational darstellbar ist, wenn man 
a, als gegeben ansieht. Setzt man 
Got ttt ---)- (SodcMals + Oe et) Ue 
go ist auch U ‘™ rational in -g,, und es wird 


1 See I) (ad Fe 
= eee Tw uaa 


os oe alate Vor ©) + a,—* fs VO + a 


Lehreatz VL Die p,-Po-wertigen Sivorv eaten y hy Pere 
Lvr.—1 der Kreisteilungsgleichung gehoren der durch die Po- 


tenzen von s** bestimmten Gruppe an. Man kann sie durch 
12" 
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die Aufsuchung einer primitiven Wurzel von ¢—1—O und 
die Ausziehung einer p,' Wurzel aus einer durch g, und diese 
primitive Wurzel rational bekannten Grosse bestimmen. 


§ 164. Da dieses Verfahren sich fortsetzen laisst, so folgt: 


Lehrsatz VII. Ist p—1=p,.p.-p3-+-, 80 braucht man, um 
die Kreisteilungsgleichung fiir die Primzahl p aufzulésen, 
nur je eine primitive Wurzel von 


2m —1=0, gm—1=—0, gPs —1 =O 


goete 


zu kennen, und hat dann der Reihe nach eine p,"*, po, ps”, «-- 
Wurzel aus je einem Ausdrucke auszuziehen, welcher durch 
die vorhergehenden bekannten Gréssen rational ausdrtick- 
bar ist. 

Mit g, sind gleichzeitig ,, P2,-+. Pp,—1 bekannt, da alle diese 
Funktionen zu derselben Gruppe gehéren; ebenso kennt man die Koef- 
ficienten von 


(@— 0) 0”) (@ — 09") (ae = ot 2) = 0; 
7) (x < @o’) (x a oe) (a oat 9? +3) eae (a = gna i Ret 2 me 0, 


Demgemiss zerfillt 1) nach der Durchfiihrung des im Lehrsatz V) an- 
gegebenen Verfahrens in p, Faktoren 7). Da die zu einer jeden die- 
ser neuen Gleichungen gehérige Gruppe in den betreffenden Wurzeln 
transitiv ist, so sind alle Faktoren 7) wiederum irreduktibel, so lange 
ausser den Koefficienten von 1) nur g, als bekannt angesehen wird. 

Nach der Durchfiihrung des im Lehrsatze VI) angegebenen Ver- 
fahrens ist 7) bekannt. Da siimtliche Werte dieser Funktion zu einer 
und derselben Gruppe gehéren, so sind sie auch siimtlich durch y 
darstellbar. Ebenso sind die Koefficienten von 


(a kas co ) (a aE oo?) (a ori Cli | tes (@ me anes Ze 0, 


8) (x o- «”) (x hs 697 Po ) (x rs a —.) (x ali (992 DP Pat ') Lbs 
wisletl'ehs ; 


bekannt; jede der Gleichungen 7) wird also jetzt reduktibel und zer- 
fillt in p, Faktoren 8), welche wiederum in dem durch y, bestimmten 
Gebiete irreduktibel bleiben. In dieser Weise kann man fortfahren, 
bis man zu Gleichungen ersten Grades gelangt. 


§ 165. Hin Spezialfall ist von besonderem Interesse; derjenige 
niimlich, fiir welchen alle Primfaktoren von p-—1 gleich 2 sind. 
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Lehrsatz VIII. Ist 2”+ 1 eine Primzahl p, so kann man die 
zu p gehorige Kreisteilungsgleichung mit Hilfe einer Reihe 
von m quadratischen Gleichungen auflésen. Das regulire 
p=2"+1EHck ist in diesem Falle mit Hilfe von Zirkel und 
Lineal konstruierbar. 
Es wird nimlich eine Wurzel der Kreisteilungsgleichung 
2 re: 2 
o=cos + isin 4 daher w~!=cos am — isin, 
p p D p 
o-+ w—1= 2 cos oe 


demgemiss ist der Winkel - mit Zirkel und Lineal konstruierbar. 


Damit 2”-+ 1 eine Primzahl sei, muss m= 2" werden. Denn wire 
m==2".m,, wo m, eme ungerade Zahl ist, so wiirde 


Dm ap —_— (22 Ne ae il 


durch 2” +1 teilbar sein, da fiir eine ungerade Zahl m, 


Se ag gat = qa? + qia—3 == + 1 
wird. Fiir 
u=0,1,2,3,4 » 

findet man auch wirklich Primzahlen, nimlich 

p=, 5, 17, 257, 65537; 
fiir diese sind daher die entsprechenden p-Ecke konstruierbar. Fiir 
w=5 wird 

2+ 1 — 4294967297 = 641 .6700417, 

so dass es ungewiss bleibt, ob die Form 2?" unendlich viele Prim- 
zahlen liefert.* 


§ 166. Wir wollen fiir p=5 und p17 die betreffenden Kon- 
struktionen wirklich durchfiihren. 
Fiir p=5 wahlen wir die primitive Wurzel g=2 und erhalten 
G=1, g=2, g=4, g'=3 (mod. 5). 


* Vergl. Gauss: Disquisit. arithm. § 362. Die dort ausgesprochene Behaup- 
tung, Fermat habe gemeint, alle Zahlen 2” + 1 seien Primzahlen, ist von Herrn 
R. Baltzer, Crelle’s Journal 87, p.172, berichtigt. — Bekannt sind als zerlegbar noch 
22"4.4 und gery 1; ersteres ist durch 114689, letzteres durch 167772161 teilbar. 
Beide Resultate hat Herr J.Pervouchine, das zweite unabhingig von ihm auch 
Herr E. Lucas gefunden, 
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Demgemass ist } 
= e+ ef @, — a+ a, 
MtEM=A—1L, HA=MtA=- l, 
e+o—1=—0, 
—1+ V5 —1—Yy5 
asia “yeoeas Uae he gees 
Da die Abinderang der Wurzel @ in © lediglich @ und gy, mit ein- 
ander verfauseht, so ist die Wahl des Vorzeichens bei gq) beliebig. 
Setzt man dagegen fest, dass 


Qe... 2a 
@ = Cas 5 + 2 SUM 1x 
sain soll, so wind " . 
2a ee da 
Pq = O+ et = 2 evs e? a=e + @ = 2 ws %? 
* e 


also @ > 0, @, <0, wand dann ergeben sich die Vorzeichen so, wie sie 

oben angenommen warden, Weiter ist 

W=@, BR-O8; BHO}, B= oO 
Xo FR =P. Re Rm=l, 
XY —Hrt1=0, 
1+ VS4IVIOFQVS ._ — 14 V5-1V104 275 
4 = . ye — a — ia eee A 

Die Wahl des Vorzeichens von ¢ 
geschah so, dass der imaginiire 
c Teil von @ positiv, der von o* 


eet negativ wird, 


y= O=" 


nis der Resolvente @, = 2 cos ax 


5 


Rs sei um O ein Kreis mit 
dem Radius 1 geschlagen; auf 
dem horizontalen Radius OA werde 


AUS, 


| # Zur Konstruktion des regu- 
| \ laren Fiinfecks reicht die Kennt- 
a : Ne 
ee 
Sah 


m\ / die Tangente errichtet und auf ihr 
Ta. AB = } AQ=—2 gemacht. Dann — 
| ee | 4 ae ae eR 


Macht man dann EF = EO, so _ 


‘ 
5 
H wird 


ea , a 
= ay # 


Véanken Kayit. Wie Kreincilmngegicicnnngen. 123 
Vo— 


2 


AF -~EO-E 


g 
AF ~ 2008 *2. 


Halbiert man endlich ma in G, tieht GHI | OA und OC HJ, dann 
wird HOC —~COI —"Z sein, weil os HOC — AG = eos tos B 


| 6,5 vind daher drei \galteaitadics folgende Ecken eines regularen 

| «Viinheckes. 

A $ 167. ¥ir p—1i7 ist y—6 cme primitive Warzel. Sie liefert: 
L999; I,6,95 G9; 7,959 i ae wee ae ee 
1, 6, 2,12, 4, 7, 3, 14, 16, 13, 15, 5, 13, 10, 9, 4, 1; 

W~ 04+ O40 +o 40% + 0% + oF +’, 
G,-=D +e +o + w+ & +o% +o": 
%tG=—L 

Um 9.9, im finden, wltiplicieren wir in der Art, dase wir muerst 

3 je wei watereinanter eeentic Glirkex multiplizieren; die Summe wird 

| 9,5 taun molsiglizieren wir des Glied von 9, mit demjenigen von 9, 

welches unter dem Nadslbarglicde mr Reckten steht: wir erhalten Ge 

| “Vahren wir in derscdben Weise tort, so ergicbt sich 

0G: ~G:4 Vt Gt G4Pt AFG Vo~4*(Got F)——* 

ema, %t%=-—1, Vo A=~—4; 

P+g—4=9, 
—14+)i ee LE 
—" Gm 


~~ 9 
_wo das Vorueichen belichig i, a Aa 


- angenommnen wird, so exgichh sich vex Bestimmung der Vorzichens: 
cna ap ocala aide ale ) 


~2 [a F hk Se ea? 
yy te 
SS pia 0 
2 | — a | iad - ile a71<9 


TN ei ci won le 


iQ4 Dwaiter Adsohnitt, Amwendang der Substitutionentheorie. _ 
R= @ Fe +e%+e% —- y= @ + & +04 0°; 
ee ae 4 ys —e? + e%+ «> +e; 
fob SKM» Reb = FG 
RhTRtRtRtRAE1, Reet Etataa——h 
‘ C—RMI— 1= 2, AR Aika 
% 214 
ma= Se Y ma- Rt Yah. 
Die Verfeilang der Vorseichen ist auch hier leicht zu bestimmen.— 
Man hat ) 
R-(e 4 w) + (ot +08) =2 (avs te + eas S*) 50, 
& — (@* +e) 4+ (eb +e”) = 2 (ows = + cos <0, 
Darach wird 


: The d ae oe 
EVR 41, tel Aree 
n= }- ~Y%+1, ees eae 


Berlegean wir weiter, indem wir uns auf yg, beschrinken, 
Mm =—e@ +e, vy -— a +e, 


. 2 
WHA m Wow P+ 41, 


v— d+ x =9, 
es hhh 
MW, W= > +/% — Xs: 


Diese Resultate reichen fir die Konstruktion des quan’ Sieb- 
getaeks ans Ks sei wm O mit dem Radius 1 ein Kreis geschlagen; 
awf dem horisontalen Radins O.4 werde eine Tangente errichtet und _ 
anf the AB = } Oa — } gemacht; dann ist: : 


OR=Vi+i= Ate Yagi 
Ist frer EP = EP’ = PO, 80 wird ) att s 
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Vit 2g VELA g 
AF = See fe ee — ADS 
4 9? AF 4 


eas 
OF=\/% ae gh 


Macht man 


FH=FO, 
F'H'= F'O0, 


so wird 


AH=AF+FO=% 4 Po iyo 


TA ES Os eel. a 
9 4 = Xs° 


AH halbieren wir in Y, so dass man erhalt 


AY=t,5. 


186 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie. 


Jetzt machen wir 4S—1 und schlagen einen Halbkreis um H'S als 
Durchmesser; dieser treffe die Verliingerung von OA in K; demnach 
folgt AK?= AS. AH'= 4. - 
Nehmen wir nun LAKA=AY und dann KL=LM=LN, indem wir 
um L mit LK einen Kreis schlagen, so erhalten wir 

AN+AM=2 KL=2AY=H=—+%, 

AN. AM=AK?=AS.AH'=4,=%.-1;- 
Die gréssere der beiden Strecken AN, AWM ist gleich %,, also konnen 
wir setzen She 


AM= vy, = 2 cos oF 


Ist P die Mitte von 4M und QP// AO, OD. AO, so werden Q, D 
zwei aufeinander folgende Ecken des gesuchten reguliiren Siebzehn- 
ecks sein. 
§ 168. Wir wollen jetzt, unter der Voraussetzung p>2, den 
Fall p,=2 behandeln. Ist g eine primitive Wurzel, so wird 
Q=o+o?+o*+...+ 07, 
9, = 09 + 07+ 2% +...+07’, 
P+ H=—1. 
Um auch g), zu bilden, verfahren wir bei der Multiplikation nach 
der in den beiden vorigen Paragraphen verwendeten Methode. Es wird 
Yo = [ayt} BE go a ee | 
+ [or tit ort t .. +9 8 t9?-*) 
aa 


Hier sind die Exponenten, welche in einer Klammer auftreten, 
gett Lye OFA Tor Tren cele 
entweder siimtlich quadratische Reste, falls der erste es ist; oder 


simtlich quadratische Nichtreste, falls der erste es ist; oder siimtlich 
gleich Null, falls der erste Null ist. Im ersten Falle ist der Wert der 


p—1 


entsprechenden Klammer g,, im zweiten g,, im dritten ae Folg- 
lich wird — 
Po: Pr =, p+ My. By + ms PS y 
S) p—1 


MT UG ge ? 


wenn durch die Zahlen m,, m,, m, angegeben wird, wie oft die ein- 
zelnen Fille eintreten. 
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Ist g?*+1+1=0 (mod. p), so wird 2(2a+1)=p—1; es muss 
ip 1 
Ps 


also eine ungerade Zahl sein; dann und nur dann kann der dritte 


=o 


Fall eintreten und zwar auch nur einmal, namlich fiir a! 
Daher ist pe 


m,=( fiir em gerades 


m,—=1 fiir em ungerades ' 5 


Da g.g, rational und ganz in den Koefficienten der Kreisteilungs- 
gleichung 1) ist, so wird der Wert dieses Produkts eine ganze Zahl 
sein. Sonach kénnen wir setzen 


p—l1 
PoP1 — My —g— = N= — NG + Hy); 


wo eine ganze Zahl ist. Dann liefert S) 
(my + 1) Po + (Mm, +) P= 9. 


In dieser Gleichung kann man alle vorkommenden Potenzen von o auf 
soleche reduzieren, deren Exponenten kleiner als p sind; dann kann 
man durch o dividieren und erhalt dadurch eine Gleichung, welche 
héchstens bis zum Grade p—2 aufsteigt, und trotzdem mit der irre- 
duktiblen Gleichung 1) vom (p— 1) Grade die Wurzel o gemein- 
sam hat. Sie muss also identisch erfiillt sein, d.h. es ist 


Mm, =m, = — Nn. 
Folglich wird man fiir die gesuchten Werte m,, m, und y,.g, erhalten: 


em gt | p— 1 ee ee ane 


M, = Me Th ela hee bee fiir ein gerades a 
= a = ; p—1 
m,—m,—2—*, oe ee ee aa fiir ein ungerades a 

(doa 

+1—(—1) ? p 

PoP * ) - 


(p—9) (9-9) <e +942 sae 


_=1+ (n> ae 


0 


wobei freilich tiber das der Quadratwurzel zu erteilende Vorzeichen 
nichts bekannt ist. 
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§ 169. Wir betrachten jetzt die beiden Gleichungen 

ly = (a — w) (@ — w%) (@ — 9")... (a — ot” *) =0, 

2, = (a&— o°) (2% — w9”) (a — 0%”)... (4 — wo” *) =0, 
deren Koefficienten bei der Umwandlung von @ in ” ungeiandert 
bleiben, weil dadurch die Wurzeln nicht geiindert werden. Berechnet 
man somit irgend einen der Koefficienten, und erhilt man bei der 
Ausfiihrung der dazu nétigen Multiplikationen einen Summanden von 
der Form mo*%, so muss derselbe Koefficient auch ma*”, ma*”,.. 


als Summanden enthalten, folglich mg, oder mq,, jenachdem « ein 
quadratischer Rest oder Nichtrest mod. ist. Demnach wird jeder 


Koefficient von der Form eos 
m' ~, +m", = a+? & 1)? -p 


werden und also wird durch Einfiihrung dieser Ausdriicke als Koeffi- 


cienten ee 
X+YYV (1)? -p 
Z a 5 ? 


a 


wo unter X, Y ganze, ganzzahlige Funktionen von « verstanden sind. 
2, erhilt man aus z, durch Umwandlung von @ in w%, oder von , in 
y,, also durch Anderung des Vorzeichens der Quadratwurzel; so ent- 


steht der Ausdruck nope 
_x-¥Ven?» 


und daraus 


und man hat das Resultat: 


Lehrsatz IX. Es ist 
p—l 


al } p= 
4 (ES) 4 part. = KCl) ® pF 


wo X und Y ganze, ganzzahlige Funktionen von a bedeuten* 

* Die reichhaltige zu diesem Kapitel gehérige Litteratur findet sich in: 
P.Bachmann, die Lehre von der Kreisteilung u. s. w., Leipzig, Teubner 1872. 
Wir sind der dort gewithlten Darstellung in diesem Kapitel zum Teil gefolgt. Die 
beiden Figuren sind jenem Werke entnommen. 


PA oes 


~ 
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lilftes Kapitel. 
Die Abel’schen Gleichungen. 


§ 170. Die Kreisteilungsgleichung hat die Higentiimlichkeit, dass 
jede ihrer Wurzeln eine rationale Funktion jeder andern ist. Wir 
wenden uns jetzt zur Behandlung derjenigen irreduktiblen Gleichun- 
gen, bei denen eine Wurzel «', eine rationale Funktion 6(2,) einer 
anderen Wurzel 7, der Gleichung ist. Ms ist ersichtlich, dass diese 
Gleichungen die Kreisteilungsgleichungen als speziellen Fall umfassen. 

Ks sel 

1) fai=0 
die gegebene irreduktible Gleichung; zwischen zweien ihrer Wurzeln 
a, a, bestehe die Beziehung 

2) tL CODE 
wo wir unter @ eine rationale Funktion verstehen. Dann ist 

fu)—9, f0(a)1—=0, 

so dass die irreduktible Gleichung 1) mit der Gleichung 

3) /10(a)| =0 
eine Wurzel gemeinsam hat. 3%) wird daher fiir alle Wurzeln yon 1) 
befriedigt werden; speziell wird a, —0(#,) eine Wurzel von 3) sein. Aus 

f{0 [0(4,)1} =0 
folet dann weiter, dass §[0(a,)| eine Wurzel von 1) ist. Deshalb ist 
diese Grésse auch eine Wurzel von 3) und daher 0{0[0(~,)|} eine 
soleche von 1) ws.w. THiihren wir nun folgende Bezeichnungen ein: 
6(0(”)| = 0? (x); 0 (0? (x)] = 67 [0 (~)] = 0% (a), ..., 
so erkennen wir, dass alle Glieder der unendlichen Reihe 
4, O(a), OC), O(a), ..+ O(a), «+. 
Wurzeln der Gleichung 1) sind. Da diese aber nur eine endliche An- 
zahl von Wurzeln besitzt, so ergiebt sich durch eine vielfach benutzte 
Schlussweise, dass es in unserer Reihe eine Funktion 0” (v,) geben 
wird, welche dem Anfangswerte «, gleich ist, wiihrend alle ihr vor- 
hergehenden I'unktionen 
wy, O(a), O(a), --. OP (aw) 

von einander verschieden sind. Diese ersten m Werte reproduzieren 
sich dann bei der J’ortsetzung der Reihe, so dass z B, nur die Glieder 
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r= Q”" (2) = A2™ (x,) ee 
den Anfangswert annehmen, und dass fiir /<m nur 
Th (a,) Es Qk (a) = f2m+k (2,) ee 


Giebt es ausserhalb des so erlangten Systems von m Wurzeln 
noch andere, welche der Gleichung 1) gentigen, so sei #, eine solche. 
Auch diese befriedigt 3), also ist §(z,) eime Wurzel von 1) us.f. 
Wir finden daher hier eine Reihe von « von einander verschiedenen 
Wurzeln . 


wird. 


ie. O.(ea)is 0? Gr \geant Oral balou 
Da die Gleichungen 
4) 6" (y)—y=0, 0 (2)—2=0 
mit der irreduktiblen Gleichung 1) je eine Wurzel y=2,, 2=2, ge- 
meinsam haben, so haben sie alle gemein mit ihr; die erste der Glei- 
chungen 4) wird also durch a, befriedigt, die zweite durch z,. Folg- 
lich ist m ein Vielfaches von w und uw ein Vielfaches von m, d.h. es 
ist m=. : 
Ferner sind alle Wurzeln der zweiten Reihe von denen der ersten 
Reihe verschieden. Denn aus der Annahme 


8 (a) = 0° (x,) (a, b<m) 
wiirde durch Anwendung der Operation 0”~’ folgen 

ay = 6” (2) =O"? F* (a,), 
d.h. es wiirde 2, im der ersten Reihe vorkommen, was unseren An- 
nahmen entgegen ist. 

Sollte es ausser den 2m so erhaltenen Wurzeln noch eine andere 
%, geben, so wiederholen sich dieselben Schlussfolgerungen. Man 
erhiilt: 

Lehrsatz I. Wenn eine Wurzel einer irreduktiblen Glei- 
chung /(«)=0 eine rationale Funktion einer anderen ist, so 
verteilen sich die Wurzeln in » Reihen zu je m Wurzeln der- 
art, dass die Tabelle 
v,, O(x,), @) sO (x), 

a, (xy), O° (a), ... O"—* (ay), 


5) 
| , O(a), OG) cc Oa) 
entsteht. Hier ist fiir a=1, 2, 3,...» 

6" (275) — Le 


und der Grad der Gleichung f(2)=0 ist m.>. 
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Hiernach kénnen wir die Gruppe der Gleichung 1) bestimmen. 
Uber die Vertauschungen von 7,, 7, ... %, unter einander ist durch 
die blosse Angabe, dass eine Wurzel eine rationale Funktion einer 
anderen sei, noch nichts vorgeschrieben. Es ist also jede Substitu- 
tion unter %,, %,,... Z, erlaubt. Ersetzt man aber x, durch x, so 
geht die ganze erste Reihe von 5) in die zweite tiber u.s.f. Die 
Gruppe yon 1) ist also imprimitiy. Sie hat » Systeme der Impri- 
mitivitat zu je m Klementen. Die Vertauschungen der v Systeme 
unter einander sind willkiirlich. Setzt man dagegen fiir x, ein 64 (x), 
so geht 6%(x ) in 6***(ax,) iiber. Innerhalb eines einzelnen Systems 
sind also nur m Substitutionen méglich. Die Ordnung der Gruppe 
yon 1) ist also r—v! m’. 

Lehrsatz II. Die Gruppe der Gleichung 1) ist imprimitiy; 
sie enthalt v Systeme der Imprimitivitat, die den einzelnen 
Zeilen von 5) entsprechen. Die Ordnung der Gruppe ist 

4=vl Mm. 
§ 171. Wir stellen jetzt folgende Resolventen auf: 
QP, = 2, +0 (2,) + 0? (a,) +... +0" * @,), 
Po = Ly + 8 (ty) + 6? (aq) +... +0"? (a9), 


g, = 2,+ 6 (a,) + 6 (z.) +... +O"? (2). 
Wendet man auf 9, irgend eine derjenigen Substitutionen der Gruppe 
yon 1) an, welche die Systeme der Imprimitivitét ungeindert lisst, 
so bleibt auch g, ungeiindert; wendet man eine Substitution an, welche 
z. B. £, in (zg) iiberfiihrt, so geht zugleich damit 
~ O(2,) in @4+1(2,), 6? (2,) in +? (a,), ... 
und demnach g, im gz iiber. Ks ist also g, ee v-wertige Funktion, 
und 9,, Q2,--- $» sind ihre verschiedenen Werte. Die zu g, gehorige 
Gruppe besteht aus den m’ Substitutionen, welche die einzelnen Systeme 
nicht Aandern, kombiniert mit denjenigen, welche die zu 9, ,, ... My 
gehérigen Systeme unter einander vertauschen; ihre Ordnung ist also 
(vy —1)! m’. 
Jede symmetrische Funktion der m ist in den Koefficienten von 
1) rational darstellbar. Man hat also als bekannt anzusehen 


8, (9) =91+ %2+--- +, 
Ss (QP, Po) = 1 P2 + Vis +--+» + Pr—1Ps, 


und somit sind die Koefficienten der Gleichung v*" Grades 
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6) g’—S,.p’-1+8,.g’—?—...+5,=—9, 
von welcher 9,, %),--. 9, abhingen, bekannt. Ohne weitere speziali- 
sierende Voraussetzungen tiber 2,, 4, ... %, liisst sich von dieser Glei- 
chung nichts Besonderes aussagen. Wir sehen: 

Lehrsatz III. Die Resolvente 

Q, = 4, +9 (x) +P @)+...+ on" (4) 
hingt von einer Gleichung v* Grades ab, deren Koefficienten 
rational durch diejenigen der Gleichung /(#)=0 ausdriick- 
bar sind. 

§ 172. Nehmen wir an, auf irgend eine Weise wiire gy, uns be- 
kannt geworden, dann kann die Rechnung genau nach der im vorigen 
Kapitel verwendeten Methode weiter gefiihrt werden. Wir bilden, wie 
dort, eine cyklische Funktion 

T, = [2 + 08 (a,) + 076 (@) +... "10" " (a), 
wobei @ eine primitive Wurzel der bmomischen Gleichung 
2z™—1=0 
sein soll. Ersetzt man in 7, die Wurzel 2, durch 0 (2,), so geht 7; in 
[0 (w,) + 8? (a) +... + "20"? (a) + "1a," 
=o” [0 (2,) + o6? (a,) +...+ @"—?0"—! (2) + "1 a, |" = 
tiber. 7, bleibt also fiir alle Substitutionen ungeiindert, die g, nicht 
iindern, und daher hat man 7 als rationale Funktion von g, anzu- 
sehen. 

Wir betrachten ferner den Ausdruck 

(a, + w*O (a,) + @?46? (@,) +...) .(@, + @8 (2,) + @76? (a) +...) 2; 
dann weist sich auch dieser als zur Gruppe von g, gehérig und dem- 
nach als durch g, rational ausdriickbar aus. Wir setzen ihn gleich 
T; und finden 

x, +6 (x,) +0? (a,) +... +60"! (@)=9,, 
av, + 08 (a) + 76? (@,) +... 16"! (a, )= VT 


2 ‘ 2 / 2 m— vie Li ae 
a, + «768 (a) + w*O? (a) +... @?™— 20"? (2) = = VT, 
1 
Lineare Kombinationen dieser Gleichungen geben die Wurzelwerte 
1 i) if bia rae 7p ae —————— 
ma Lat Lt BVT +. +e PT] 
1 


mm 


yO N 1 “i= 
O(u)= > ln toV/T, +a 5 VT: +... fo"! — a ir 


; 
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2 Lehrsatz IV. Sind 
—— . Fy; 9 (4), 6? (x), re ewe 


pe die m Wurzeln einer Gleichung m*= Sat wobei 6(z) eine 


rationale Funktion bedeutet, fiir welche §(z,)=z, ist, so 
kann man diese Gleichung auflésen, indem man eine primi- 
_tive Wurzel von 2*—1=0 bestimmt, und aus einer bekann- 
ten Grosse die m* Wurzel zieht. 

Lehrsatz V. Sind zwei Wurzeln einer irreduktiblen Glei- 
chung eines Primzahlgrades so mit einander verbunden, 
dass die eine von ihnen als rationale Funktion der anderen 
darstellbar ist, so kann die Gleichung algebraisch gelést 
werden. 

Denn man hat m.v=p und m>1; folglich ist m=p und v=1. 

Falls alle in f(z) und in 6(Z) vorkommenden Gréssen reell sind, 
kann man hier weitere Reduktionen eintreten lassen, welche sich anf 
die Ausziehung der m* Wurzel beziehen. Man eee 

T,=(¢,+ 06 (¢,)+ 0° (2,)+...)% =9 (ws 7 +isin®) 
durch die Koefficienten von f, 6, y, und durch o darstellen. Das 
Auftreten von i=Y—1 kann unter unseren Voraussetzungen nur von 
o herriihren, so dass 

Tn—1= (4, + a9 (¢,) + o- 77 (4,) +..." = 0 (as 4 —isinF) 
und das Produkt der beiden conjugierten Grossen 

tf, - Figs = @ 
wird. Andrerseits ist die m* Wurzel aus diesem Produkte 


vt _T 1=(¢,+06(2,)+0°7 (2+...) G+0—76(¢,)+o0-*F@,)+-...) 
fiir die Substitution von 9(z,) statt x, unveranderlich und also durch 
bekannte Gréssen rational darstellbar; es sei der Wert dieser m= 
Wurzel gleich UV. Dann wird 
Ve-¥ 
=a i . #+4+2kaz\ 
VI, = V0 (cos * + isin — vs 
Lehrsatz VI. Die zweite +“ im Lehrsatz IV) angegebenen 
Operationen kann, falls alle in f(z) und 6(z) vorkommenden 
Groéssen reell sind, durch die Ausziehung einer Quadrat- 
wurzel aus einer bekannten Grosse und durch die Teilung 
eines bekannten® Winkels in m gleiche Teile ersetzt werden. 
Netto, Substitutionentheoric. 13 


und 
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§ 173. Ist die im Lehrsatze IV) angegebene Zahl m eine zu- 
sammengesetzte Zahl, so kann man speziellere Resolventen zur Lésung 
verwenden. Ist m=m,.m!',, wo Ph ein beliebiger Teiler von m sein 


mag, so setzen wir 


Y, =2,+ aL Ge (a, ) ae g2™ (Gy ) aE. PET Ses ie (a), 
Ht welds ys ‘,—Im+1 bs) 


Vm, = = ores es AB genes Ee at pant bx.) hee, ee os ‘;m,—1 ae 
und betrachten die Resolvente 
[a, + a, (@,) + @,76? (a,)+...+4 ign CAL ue 
in welcher o«, eine primitive m,‘® Einheitswurzel bedeutet. Diese Re- 
solvente ist gleich 
(W, aE Ot, W, 2 0, Ws A Bee AY ee [os 

sie bleibt bei der Hinsetzung von 6@(,) statt-2,, durch welche die 
Wi) Voy +++ Um, cyklisch verschoben werden, ungeindert und ist also 


durch «, und bekannte Gréssen rational darstellbar; wir setzen diesen 
Ausdruck gleich U,“) und erhalten 


Wyte by bat fo bay" —lhy, = VO. 


Nimmt man damn, wieder genau wie oben, 


(Dab ey de Fares Fe Fay Oh) (hy Oy We + Oy? Wy +... —1~4 
= UA, 


so findet sich, dass U,‘) rational bekannt, und dass 


iQ my “mn my, 
v= maka as Vou G) v, (m) VU +... | ? 


t i U, (m) 7% —= 
Da rac ak Cas Asis V Un (m) + Mow 2 U@ aes VU, (m,)2 Jeg 
wird. 


Lehrsatz VII. Die m,-wertige Resolvente v, kann erlangt 
werden, indem man eine primitive Wurzel von 2% —1=0 anf- 
sucht und aus einer bekannten Grésse die m,'® Wurzel zieht. 

Da dieses Verfahren sich fortsetzen lisst, so folgt: 


Lehrsatz VIII. Sind, unter @ eine rationale Funktion ver- 


standen 
"1, O(a,), 0 (@,), ... O™~*(@,) [6 (%) = %] 
die Wurzeln einer Gleichung m,*™ Grades, so braucht man, 


wenn M=Mm,.My.m, ... ist,;-zur AUflssane. dieser Gleichung 
nur je eine primitive Wurzel von 
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gm = t=O, gm—~1=0, e%—1=0, .:. 
zu kennen, und hat dann der Reihe nach eine m,*, m,**, m,, ... 
Wurzel aus je einem Ausdrucke auszuziehen, welcher durch 
die vorherig bekannten Gréssen rational ausdrtickbar ist. 
§$ 174. Wir kénnen die Lésung noch auf eine andere Art be- 
werkstelligen. — . 
Es sei m=, .M, ... My = M,N, = Mg Ny =...= MyM; dann kann 
man, wie gezeigt ist, folgende Gleichungen aufstellen: 


9, (#)=0, mit den Wurzeln z,, 0 (x,), 0? (a), ... O%—P™ (x,), 
A) deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 
|) 4, =a,+0™ (a,) +... sind; zy, ist die Wurzel einer Gleichung 
m,*" Grades h, (xy) =0. 
92(#) =0; mit den Wurzelni a 0 (x) 50? (@,))01. 10% 72 @), 
A.) deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 
Y= 2, +0 (4,) +... sind; zy, ist die Wurzel einer Gleichung 
m,'" Grades hy (y) = 0. 


g,(2) =0, mit den Wurzeln.x,, 0"? (,), 0° (a),....0°" 2 
A.) deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 
Ao = 2, +0" (a,) +... sind; 4 ist die Wurzel einer Gleichung 
My Grades h., (4) =0. 
Wahlen wir nun m,, m,,... m,. 80, dass sie zu einander relativ prim 
sind, dann haben 
G1 (#) =0, Jp (@) =, «++ Jo (4) =0 
nur die eine Wurzel w, mit einander gemeinsam. Diese kann also 
mittels der Methode des gréssten gemeinsamen Teilers rational durch 
die Koefficienten von Y,, go, +--+ Jo d.h. durch die Koefficienten von 
f(x) und durch 4,, y%,.-- yw ausgedriickt werden. 
Die Auflésung von f(#)=0 hangt sonach von der Kenntnis je 
einer Wurzel der Gleichungen 
hy (4) =0, hy (4) =9, «+ hw %) = 9 
der Grade m,, M,,... m™, ab. Hat man 
M = Py «Ph. ++ Pw, 
WO P;, Ps,+-+ Pw die verschiedenen Primfaktoren von m bezeichnen, 


One M, = Py, My = Po, «++ Ma = Pu” 


zu wahlen. Falls fiir eine der Gleichungen h,(y)=0O der Exponent 
a, grosser als 1 wird, muss man zur friiheren Methode der Lésung 


zurtickgreifen, um ein y, zu bestimmen. 
13* 
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§ 175. Um fiir die soeben behandelten Gleichungen ein Beispiel 
za bilden, nehmen wir 


ao py. . evap 


Sot ec 0, ypato 


und bezeichnen weiter 


E Ht A a2 + Bp. A Omit + Bn 
2 () __ “2 By 923 (1) = este - soa (f (x) oe ee 5,” 


Da aber auch é 
Q” (x) _ &m—1 (a, % + By) + Bm—1 (a+ 01) 
Yn —1 (0% + By) + Om—1 (V1 + 94) 
ist, so ergiebt die Vergleichung beider Ausdriicke 
Con = Oy Om—1 + Y1Bm—1, Bm = By %m—1 + 9; Bm—1, 
Ym = % Ym—1 $Y, 9m—1, Om = By Ym—1 + 9; Om —1- 
Aus ihnen kann man sofort die Gleichungen erlangen 


7) Qkm Om a Bian = (ce, 0; i By 1) (@m—19m—1 = Bm—17m—1) 
= (a, 0, — By 71)” @m—29m—2 — Bm—2%m—2) = +++ 


= (ad — By)”. 
Wir suchen jetzt die Bedingungen dafiir auf, dass 
O"(a)=—4 


wird.” Zuerst bereiten wir jedoch durch Division mit 


Vad—By respektive VBy—ad, 
jenachdem «d — By positiv oder negativ ist, die Koefficienten so zu, dass 


8) ad—By=+1 
wird. Null kann die Grésse ed — By nicht sein, weil sonst 
pas oul! 


wiirde. Ferner berechnen wir diejenigen Werte 2’, 2’, welche durch 
§ ungeiindert bleiben, bei denen also 


ist. Hs findet sich, jenachdem ad —By=+1 oder =—1 ist, 


yal — A (5) eh yam OS (“Fy 
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A) Wir setzen voraus, dass z’ von w" verschieden, also N nicht 
gleich Eins sei. Dann wird 


Oa) =e faa “H@) =a » 2 
0 (a) — x" Se a” 0? (a) a gee oie 
6” (x) =a! ipa 
Gr (a) Sal ga? 


N” = 1 ist daher notwendige Bedingung dafiir, dass 0” =x wird; diese 
Bedingung ist auch hinreichend, denn aus ihr folgt 
OM (ero ye 


C= ae ae 


t 


und, da z' von x" verschieden ist, auch 


0” (a) =a, 
Die Bedingung N”=1 oder 


(+ 1)" ee Vc ene 


kann durch komplexe oder durch reelle Werte der Klammer erfiillt 


werden. 
Im ersteren Falle werden die oberen Vorzeichen gelten; ausser- 


dem wird 2 é 
(*) <1 
2 
sein, so dass wir setzen konnen 
a+od Ax 


= COS ——) 
uu 


2 

A ee ATEN Zaman .. Qamn 

WN ® = (.cos asin = C08 —7sim 

wu 

Es muss sonach, wenn 4, w keinen gemeinsamen Teiler haben, u=m 
sein; d.h. es wird 
9) —~—- = C0S —} 
m 


wo 4 eine beliebige zu m teilerfremde ganze Zahl ist. Ist also 9) er- 
fiillt, so wird aus der Reihe «, 0(a), 6?(x),... die Funktion 0”() die 
erste sein, welche den Anfangswert « liefert. 

Wenn die Klammer reel] ist, so kann sie nur die Werte —1, +1 
annehmen, falls eine ihrer Potenzen gleich Eins werden soll. Die An- 
nahme N=-+1 wiirde auf 2’=." fiihren, was ausgeschlossen ist. Die 
Annahme N=—1 liefert 

a+d=0, e+ By=1, 


6§?(x) =a, was wegen m=2 mit der Bedingung 9) tibereinstimmt. 
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B) Es ist nur noch 2’ =2” zu betrachten. Hierfiir erhalt man 
«+0\?_ 
r= 


folglich muss das obere Vorzeichen gelten und es wird: 


Tl a+d=+2. } Il) «d—By=+1, 
Diese beiden Voraussetzungen ergeben leicht: 
p(y CaF D2 +28, 
2yx+(20F 1)’ 
(8eF2)x+38B 
7 ee ‘ 
ws, 828+ OFF2) 


@" (2) — ne + in — jz +m Bp 
myx +t [md = (m — 1) 
Soll nun 6"(x)=-2 sein, so wiirde aus der Gleichsetzung folgen 
yet (d—a«)x—B=0, 
d. h. es miisste schon 6(x)=2 sein. Ausserdem erkennt man, dass die 
6” sich mit wachsendem m asymptotisch dem Werte nihern 
oi e+=i)e+ 
6* (x)= eta nf. 
Es hat sich somit gezeigt, dass 


a+3—2e0s %, «d—Bp=1 


die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir sind, dass 

@ (x) 
die erste der Funktionen @*(x) wird, welche den Wert x wieder an- 
nimmt. Dabei muss 4 relativ prim zu m sein. Kir m=2 fallt die 
zweite Bedingung fort. 


§ 176. Wir haben in § 171 die Gleichung »® Grades 6) auf 
gestellt, welcher 
Pi = %, + O(e,) + (@)+.. OT); 
A— H+ OG) + OS) ++ OH), 
als Wurzeln sibilaes Diese Clasalael ist ohne watiaen weitere 
Voraussetzungen eine allgemeine und daher, wie wir spiter sehen 
werden, nicht lésbar. Wenn diese Gleichung 6) jedoch dieselben 
Kigenschaften hatte, wie 1) sie besass, so wiirde die in den ersten 
Paragraphen dieses Kapitels angegebene Methode, durch welche wir 


Net 
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von 1) auf 6) gelangten, in ihrer Verwendung auf 6) eine neue Re- 
duktion dieser Gleichung hervorrufen. 

Die erste Kigentiimlichkeit von 1) bestand in ihrer Irreduktibili- 
tat, Wir zeigen: 

Lehreatz IX, Die Gleichung, welche g,, g,,... gy za Wur- 
“ely hat, iat irreduktibel, 

Wire dies nicht der Vall, so wire die Gruppe von 5 

6) gy’ ~8,.9' "1 +89"? --...+8,=0 
intransitiv. Die transitive, imprimitive Gruppe von 1) besteht aus 
Substitutionen von der symbolischen Form 
b= Gy 8,185)? ...8y"%, 
wobei 6, nur die y,, p,,.-. p, versetzt, wobei ferner 
8a = [Ha O(a) 0? (ag)...0"—* (Ha)] 

ist und der Ausdruck der Substitution ¢ im Sinne von § 73 aufzufassen 
ist, Die 6, (nicht mehr symbolisch genommen) bilden die Gruppe 
von 6); ware sie intransitiv, so wiirde wegen der Form von ¢t dasselbe 
mit der Gruppe von 1) stattfinden, dh. es wire gegen die Voraus- 
setzung 1) reduktibel nach § 154. 


$177. Die zweite Higenttimlichkeit von 1) bestand darin, dass 
eine ihrer Wurzeln “7, durch eine andere v, rational ausdriickbar war. 
Daraus folgte, dass fir 7, —6(z,) 

25 BOY, CFL); 201874 ,) 
ebenfalls Wurzeln von 1) werden, und dass wegen 
ty =O (a,) = 8" —* (a) 
auch wv, rational durch #, ausdrtickbar wird. 

Es wire nun eine scharfumgrenzte, berechtigte Aufgabe, unter den 
g% solche weitere Beziehungen aufzusuchen und festzusetzen, dass auch 
hei 6) eine Wurzel g, rational in gy, darstellbar wird, und die Glei- 
chung gilt: 9, =1(,)- 

Die allgemeinen Bedingungen hierfiir sind aber wohl nicht in tiber- 
sichtliche Form zu bringen. 

Wir behandeln daher statt der allgemeinen Frage nur denjenigen 
Spezialfall, in welchem aus einer rationalen Beziehung, die zwischen 
gy, und yz bestebt, auch eine solche zwischen %, und a; folgt, d.h. 
es soll 

ft) ay==NRat.(%Zy) aus p= Rat., (pz) 


- 
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sich ergeben. Dieser Fall -kann villig erledigh werden, Notwendig 
ist aber die in R) enthaltene Voraussetgung nicht, Dies seige folgen- 
des Beispiel, Es seien 


Xr, Xe, 8 ®s3 


pout Sly & Ke vy See ae Wy 
0(«,) = ef O(a) po i O(a) ara 


dig Wurzeln einer Gleichung sehnten Grades; dann wird 


[0° (vw) = a 


%,* wy” 
g,=% +O0(a{JD=— > H=HHtO() = 
a1 wy 


Setzen wir nun fest, dass 


i! *,* x l 
ee oder = tae ; 7 
— , +2 ees = 4 — ®,2 + 20s = (a, — 1) 
Q 5 1 5 


wird, so ist den geforderten Bedingungen gentigt; swischen den Grissen 
®,, @ besteht die Besiehung g, = Rat.,q@,, aber aus dieser Besichung 
zwischen g, und g, kann keine rationale Besiehung &, = Rat. a, ab- 
geleitet werden. 
Wir nehmen also R) als giltig an, Da nun 

= FM) 
sein soll, so erlaubt dies einen Rilekschluss auf 

vy = 0, (@); 
es gelten demnach fiir 1) die beiden Besiehungen 

wv, =A(a), w= 4,(a); 

also wird, da 6) dieselben Verhiiltnisse aufweisen soll, 


=t(M), Q=H(M) 


Daraus folgt dann wieder aad » 
i Pathe BO 


us. We; doh. alle Wurgeln von 1) sind rationale Funktionen einer 
unter ihnen; nur dann kann bei 6) das Qleiche statttinden, Demnach 
haben wir zu setzen: 
4 4 A 3 4 b) = ‘ ‘ i a. 

Ay) 2, =O), =H), y=), .. &=—O2(@), 

By) R=), MRAM) MHA) 0 M = Ty2(M)) 
Die Existenz der Beziehungen A,) ist fir die Hrfhang der Forde- 
rungen B,) notwendig, aber noch nicht hinreichend, Damit 


= FM) ' 
sel, muss g, bei der Anwendung der Substitutionen angeiindert blei- 


ben, welche g, nicht dndern, also bei der Hinsetsang von @(@,) wtatt 
a. Wir haben 


7, ee ee eS eeEeEEEEOEEeEEEeEeEeEeeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeeEeEeEeEeEeE 


Es 
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Py = 2, +8 (ay) + 0 (9) +... = 0, (4,) + 00, (4) + 070, (4,) +... 
Jede symmetrische Vunktion der Gréesen v,, 0(x,), 0%(a,),... ist durch 
y, rational ausdriickbar und umygekebrt; bleibt daher m, bei der Hin- 
setaung von O(4,) stath #, ungelindert, so findet dies bei jeder sym- 
metrischen Vunktion S der m Gréssen w,, O(x,), ... statt. Es ist 
demnach 

S(6,(a,), 96, (a), 00, (a,),... |= S[0,0(2,), 00,0(%,), 070,0(a,),...).° 
Inshesondere miissen die Koefficienten der Gleichung, welche die Wurzeln 
O,(%), 90,(%,), 970, (a,), ... 0"—*0, (%,) 
hat, mit den entwprechenden derjenigen Oleichung tibereinstimmen, 

der die Wurzeln 


6,4(7,), 90,0(%,), 070,0(a,),...6%~'0,0(a,) 
augehoren. Beide Reihen stimmen daher in ihren Klementen tiberein, 


und es wird 0,0(a,) 00, (a) 
werden. Dies ist notwendig, damit y,—=1r(qy,) sei; es ist hierfir auch 
hinreichend. Denn unter dieser Voranssetzung wird 
6,9(0,) +60, 0(,) +-070,0(2,) 4... = 0% 0, (0, ) + 0% F'6,(4,) +... 0% 8, (,) 
=, (4,) +66, (%,) + 670, (4) +...=,, 
so dass y, wirklich bei der Substitution von 0(x,) stat v, ungeindert 
bleibt. Da mit py, py, .-. Pv dasselbe stattfindet, so erhalten wir die 
Reihe von Bedingungen 


Ay) 0,0 (4,)=0%6,(%,), 9,0(4,) = 0%O,(%,), 9,0(7,) = 06, (a,) ... 


und wissen, dass die Erflillung von A,) und A,) notwendig und hin- 
reichend daftir ist, dase die Gleichungen B,) auftreten. 

Damit ist die Vrage aber noch nicht abgeschlossen, denn die 
Gleichung 6) soll, um die Reduktion bis zu Ende zuzulassen, dieselben 
Spezialititen besitzen wie 1). Wir mtissen also A,) in eine neue For- 
derungsreihe fiir 6) tibertrayen: 


- 


B,) TU (py) TT, (Py), Ty (Py) — ety (Py), v5 
somit werden den Wurzeln ,, #,,... von 1) neue Bedingungen auf- 
erlegt werden miissen, Ke ist 
Py 0 (9s) — Uy +8(a,) +... 8, (4;) +00, (2,) +..., 
Py = (Py) — Hy + (ay) 4. = A, (0,) + 00, (4,) +... 
Verwandelt man also in dem Ausdrucke 
Pm, +O (4,) +0 (4) +... 


902 Zwoiter Abschnitt, Anwendung der Substitutionentheorie, 


av, in 0, (a), so geht g, in-¥(m,), und verwandelt man a in Oe), so 
geht , in r,(@,) Uber, Fthrt man dies in den beiden obigen Glei- 
chungen durch, so entsteht 

1,0 (,) = 0,0, (a) + 00,0, (a) + OPO,0, @) bees 

u? (py) = te (M,) = O,2(a,) + OO? (ay) + POP (a) anes 
Oi (py) = OF () + OO (Ce) POE Ca) bay 
TPT, (D,) = OP Oy (&) OOD, (@y) + POO CD) 

Infolge von B,) muss also sein 


0,0, (@) + 00,0, (ay) bc = OO, (@)) + 88 @y) +. 
Wir werden die Gleichheit der eingeluen Glieder links und reehts 
nachweisen. Unter S verstehen wir eine beliebige symmoetrische Munk- 
tion von m Grissen und setsen: 

v, = S[a,, O(a), (a), ...], 

ty = S[y, O(@), PO), = STA, @), OC), ods 

Ws = S[ay, O (ay), O(ag),. 6] = STOR ()), POC), 0) 
Dann gehiren %, und g, su derselben Gruppe; ebenso gy und gy su 
einer und derselben und auch gy und g. Da aber gy, gy rational in 
g, sind und umgekehrt, wie sich aus dem ersten Teile dieses Para- 
graphen fiir die Grissen 2, und 2, ergab (8S. 199), so werden @,, @y 
@y uu derselben Gruppe gehiren; folglich ist dies auch bei @,, ey, vy 
der Fall, und wir erhalten die Gleichungen, in denen das Argument 
x, unterdriickt ist, 

CaN = @ (W.), wy = @, (®,), 

WAM) WH AOI AGAMA), = AM 

Verwandelt man in der Gleichung 
Ys @ (WH) = XO) = XH) 
® In ey und damit g, in =e (@), kn ey —E(*), so ontsteht 
@, ©(H,) = xlRF(M))I. 
Ebenso erhilt man durch geeignete Substitutionen 
woe, (8) = x[e 4, (MI, 

so dass aus der Gleichheit der rechten Seiten dieser beiden letsten 
Gleichungen, welche gemilss B.) bestehen soll, der Schluss au siehen 
ist, dass : 
@, © (H,) = oF, (H,) 
sein wird, Geht man auf die Bedeutung der @ suriick, so folgt, dass 


STO, 0, (&), OO, O(a), O OO, (@), 6 Oh OB A (a) 
= S[O,% 0, (@), O0,%0, @), O88 0, Ga), 5 > "O88 OD) 


Or en ee ee eed 
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ist. Nimmt man fiir S die elementaren symmetrischen Funktionen, 
so folgt auch genau wie oben die Ubereinstimmung der Hlementen- 


ih 
w 920, (2%), 9650, (@), 6°80, (a), --» "10,8, (2) 
0,0, (2,), 00,0, (0,), 070,0:0,(a,), ... 010,010, (x), 


abgesehen yon der Aufeinanderfolge. Insbesondere erhilt man 
9,0; (@,) = 00,"'0, (2). 
Diese Bedingung reicht fiir die in B,) geforderte Gleichung 
aus, denn man hat 1% ($1) = 07, (,) 
70 (P,) = 9, 9,(%,) +8 8, 0,(x,) + 6? 6, 8, (1) Hees, 
TP, (1) = 8,78, (x,) + 00,78, (2,) + 070,00, (21) +... 
Ks sind also die Gleichungen 
A;) 9,6, (x,) = 96,0, (2), 9, 8, (2) = 00,0, (a), «- 
notwendig und hinreichend, um die Gleichungen B,) nach sich zu zichen, 
Die Ubertragung der durch A,) fiir die Wurzeln von 1) aus- 
gesprochenen Higenschaften auf die Wurzeln von 6) giebt zu einer 
neuen Forderungsreihe Anlass 
Bs) TT (Hy) = 77,7, (G1), Ty Ty (Py) = 744,75 (G,), «-- 
und an diese kniipft sich das weitere Raisonnement in derselben Weise 


an, wie oben an B,). Die Ableitungen und die Resultate wiederholen 
sich und man sieht: 


mit 


* 

Lehrsatz X. Damit die Gleichung 6), von welcher die Resol- 
vente g, abhingt, dieselben Wurzelbeziehungen besitze und 
also dieselben Reduktionen erlaube, wie die urspriingliche 
Gleichung 1), ist es hinreichend [und unter der Voraussetzung It) 
auch notwendig|, dass man fiir die Wurzeln von 1) habe: 

A,) By, (41), (4%), Fo(@), ++ 
As) — 0, 8 (%,) = 8%, (4%), 8,0(4,) = 0%0,(2,), «5 
As) 9,0, (%,) =0"0,70,(a;), 9,0, (#1) = 00,70, (2), >. 


§ 178. Wir stellen die Gruppe einer so definierten Gleichung her. 
Da die Gleichung 1) irreduktibel ist, so wird die Gruppe der- 
selben transitiv sein. Da alle ihre Wurzeln durch eine unter ihnen 
rational darstellbar sind, so ist ihr Grad gleich ihrer Ordnung (§ 154), 
Wegen der Transitivitit giebt es Substitutionen 
B, 815 95 +2-, welche #, in- O(a), 0,(a,), 0, (a), .- 


umwandeln. Dann werden die Produkte 
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S108, Sy 0S8y 005 Sy e8yy Sy - Spy s005 aoe 
das Element x, in 
O,0(a,), O,0(a,),---5 O20, (@%), 950; (#1), «+5 ++ 
und die Produkte 
SOLS. SSS. 8. ue tot! Syl7 on, we a Sh oa genes Be 
werden dasselbe Element 2, in 
676, (a), 9%6,(a,),---; 676,"6, (a), 00,705 (ay)y «+55 «°- 
umsetzen; wegen der Bedingungen A,), A;),... tiben also 
5, und s"S,, $,$ und $%5,,...3 “SS, umd $$%5,,. S.S;,UHG 3) *S!eepem 
auf x, denselben Einfluss aus. Bei den Gruppen &, mit denen wir es 


hier zu thun haben, bestimmt die Umsetzung eines EHlementes bereits 
die gesamte Substitution (§ 90); daher ist 

Az) 5,S=s"s,, eS 

As) S81 = SP28,725y, «83S, = S%S,72 5p)... 


Umgekehrt kann man aus der Transitivitat schliessen, dass die Glei- 
chung irreduktibel sei; aus dem Umstande, dass ihr Grad ihrer Ord- 
nung gleich ist, folgt die Higenschaft der rationalen Darstellbarkeit 
aller Wurzeln durch eine einzige; aus den Beziehungen 4,), 4;), ... 
lassen sich die Beziehungen A,), A,) ableiten. . 

Als Beispiele fiir solche Gruppen mégen folgende beiden dienen: 


e 
T) $= (Wy, Xs) (Wy Hy Xe Wq), $= (%y%q) (@,%q) (Wy Xe) ( a’gs)5 
zwischen diesen Substitutionen herrscht die Beziehung 
Atal te 9) 
S$; == s'S;. 
II) Es sei p eine Primzahl, a gehére zum Exponenten 7 (mod. p); 
dann geben 
Si (21,0, ee 2 eee (x2, 0) V2, 15+. il pect) eee (Sr, Ly, 15-0 Lp, preite 
S53 = (24, 0, V2, 05--s Lr,0) Com 1) V2,a5--> Lr,a"—1) Sets 
siere (oR p—1, %2,(p—1)ay-++ Lr, (p—1) a? —1) 
eine Gruppe von der verlangten Beschaffenheit. Es wird niimlich 
$8, die Wurzel’a,,, I mati an41; 
5,” Sy 95 T) Lmin 9 Xm+1,an+ae, 
umwandeln. Bestimmt man demnach @, durch die Kongruenz 


aa,=1 (mod. p), 
so ist 
Sq Sy = $1 Sq. 
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§$ 179. Wir stellen jetzt folgende Definition auf:* 


Definition. Sind alle Wurzeln einer Gleichung rationale 
Funktionen einer einzigen z,, und sind die rationalen Be- 
ziehungen derart, dass, wenn 


t,, O(a), O(a), --- On—1@) 
die nm Wurzeln bedeuten, dann die Gleichungen 
Das (2) = 0500 (a) 
bestehen, so heisst die Gleichung eine , Abel’sche Gleichung“. 

Es folgt nun weiter: 

Lehrsatz XI. Abel’sche Gleichungen sind algebraisch auf- 
lésbar.** 

Wie wir sehen, bilden die Abel’schen Gleichungen, abgesehen 
von der im vorigen Lehrsatze X) vorausgesetzten Irreduktibilitiit, 
einen Spezialfall der dort behandelten Gleichungen. Sobald daher 
nachgewiesen ist, dass jeder irreduktible Faktor einer Abel’- 
schen Gleichung, gleich Null gesetzt, wiederum eine Abel’- 
sche Gleichung liefert, haben wir die Richtigkeit des neuen Lehr- 
satzes dargethan. Es seien 


A@, hey 


zwei irreduktible Iaktoren des Polynoms der vorgelegten Abel’schen 
Gleichung; der erste mége, gleich Null gesetzt, 

R) ©, O,(%), O(a), --- O-—-1(@%) 
als Wurzeln besitzen, wihrend #(v,) eine Wurzel des zweiten sei. 
Dann liefert der erste von beiden Faktoren, gleich Null gesetzt, sicher 
eine irreduktible Abel’sche Gleichung. Nun haben 

f, (2) =9, f, [9 (x)] =0 

eine Wurzel gemeinsam, namlich z,; folglich hat f,(~) auch zu Wurzeln 

R’) F(~,), F[0,(@)], F[0,(@)], --- [0-1 (%)], 
und diese gehen, wenn man die Gleichungen der Voraussetzung an- 
wendet, in 

R") D(a,), O,19(@,)], Of], --- O-—1 [9 4) 
iiber. Alle diese Wurzeln sind demnach rationale Funktionen der emen 
(a). Fir diese gilt ferner, ebenfalls nach den Gleichungen der Vor- 


aussetzung 0.05 [9 (@,)| = 059 [80 (a,)] = 6 ,8..[ (#,)]- 


* ©. Jordan: Traité etc., § 402. 
** Abel: Oeuvres completes, I, Nr. XI; p.114—140. 
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Es ist nur noch zu zeigen, dass die Hlemente der Reihe R’) auch alle 
Wurzeln von f, (a) =0 erschépfen. Jedenfalls bleibt eine symmetrische 
Funktion der Elemente von R”) oder R’) fiir alle Substitutionen un- 
geiindert, welche die symmetrischen Funktionen der Elemente von R) 
nicht iindern. Die ersteren Funktionen sind also durch eine der letz- 
teren rational darstellbar. Mit den Koefficienten von /,() sind dem- 
nach auch die von 
10) {w—#(a%)} {w—0,[(@)]} .-. (@—- 8-1 [F @)]1=0 
bekannt. Da f,(z) irreduktibel ist, so liefert 10) wirklich alle Wurzeln 
von fy (~) =; diese sind also samtlich in R’) enthalten. Ob 10) irreduk- 
tibel ist, kann wegen der Unbestimmtheit von # nicht behauptet werden. 
Es zerfallt also die Abel’sche Gleichung in irreduktible Abel’- 
sche Gleichungen, deren Grade saimtlich gleich demjenigen oder Teiler 
desjenigen Grades sind, der zur Gleichung /f,(2,)=0 gehért. 


§ 180. Aus der Definition Abel’scher Gleichungen und den Re- 
sultaten von § 178 folgt, dass die Substitutionen s, s,, s., ..., emer 
irreduktiblen Abel’schen Gleichung eine transitive Gruppe von gegen- 
eimander vertauschbaren Substitutionen bilden, und dass umgekehrt 
durch eine transitive Gruppe mit vertauschbaren Substitutionen eine 
irreduktible Abel’sche Gleichung charakterisiert wird. 

Ersichtlich ist ferner, dass, wenn G die Gruppe einer irreduktiblen 
Abel’schen Gleichung ist, und wenn I" derart isomorph zu G@ an- 
genommen wird, dass jeder Substitution von G nur eine Substitution 
von I’ entspricht, dass dann auch I die Gruppe einer Abel’schen 
Gleichung werden wird. Denn entsprechen die Substitutionen s 
von G den Substitutionen 6,, 6; von I, so werden 


0 
ay Ss 


S28 und Ga63, S3Sq und 636, 
einander entsprechen. Da ferner sass —s3Sg ist, und da zu jedem s nur 
ein 6 gehért, so wird 6n65 — p6q. 
Folglich ist IX die Gruppe einer Abel’schen Gleichung. 

§ 181. Das System siimtlicher Wurzeln einer Abel’schen Glei- 
chung erfiillt die Voraussetzungen, welche in den Untersuchungen yon 
§§ 131—133 gemacht wurden. 

Man kann sie daher in folgendes System bringen: 

0,%.0,%0," ...0,"*(,)  (a=0, 1, 2)..me— 1), 
Ny Ng Ny... ME= MN, 
worin jede Wurzel ein, aber auch nur ein Mal dargestellt wird. Die 
Zahlen 7,, ”,,..., sind so beschaffen, dass eine jede derselben durch 
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die folgende teilbar oder ihr gleich wird, und dass es die kleinsten 
sind, welche respektive 

O" (@)= 2%, O,%(e) =a, ... 0 (a,) = 4, 
liefern. Bezeichnet man diejenige Substitution der Gruppe unserer 
Abel’schen Gleichung, welche x, in 6,(x,) umwandelt, durch s,, 80 
ist sg eine eindeutig bestimmte Substitution. Ks kénnen dann die 
Substitutionen der Gruppe gleichfalls in ein System gebracht werden 

Sh syleges. 5% (ti =0,1,2,...m-- 1), 

NNN, ... mE—=N, 
wo jede Substitution ein und auch nur ein Mal dargestellt wird und, 
entsprechend den Higenschaften der 0, auch 
== 1, seal, 2... Bee I 
sein muss. Die Zahlen ,, ,, ... m sind dieselben, welche oben bei 
den 6 auftraten. 
Wir nehmen nun, um eine Resolvente zu bilden, 


WY, (2) is > 0580," pee 0, (2) (hj a 0, Ly Dera th ioe 1), 


ho, hz,... AK 
und stellen eine cyklische Funktion auf, in welcher , eine primitive 
n,*° Einheitswurzel bedeuten soll, :. 
Ha (1) = [by @,) + 0, 8, hy (%) + 0,7BY? Wy (@) Fy 1B , (@) |". 
Dann bleibt 7,(~,) fiir die Gruppe der Gleichung ungeiindert. Denn 
fiir die Substitutionen der Untergruppe 


Gy) OPN ions ae eg 
andert sich ,(#,) nicht; fiir die Potenzen von s, geht w,(%,) respek- 
he Oe (2), Od (%), --. OH, (a) 


tiber, was auf den Wert von x, keinen Hinfluss hat. Folglich ist ,, 
durch die Koefficienten der gegebenen Abel’schen Gleichung und 
durch @, rational darstellbar. , ist demgemiiss nach Lehrsatz IV) 
als Wurzel einer ,,einfachsten“ Abel’schen Gleichung darstellbar. Mit 
w, sind alle Funktionen bekannt, die zu der Untergruppe G, von G 
gehoren. 
Setzt man weiter 
W1,2(&) = O56 ,..0y(,) . (y= 0,1, 2,...m% —1), 
IRONY? 
und bildet man die cyklische Resolvente 
£1, 2(%) = 
[Wr, 2 (@y) Fy Oy Yr, 2 (@,) + 78? dr, 2M) +. - t y™—1 OT 2 (a), 
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in welcher @, eine primitive »,° Einheitswurzel bedeuten soll, dann 
bleibt die Funktion y;,9 fiir die Gruppe G, ungeiindert, und ist also 
rational durch y, darstellbar. Denn fiir die Substitution der Gruppe 
Gy) Ge = {835.845 050 S8b 
bleibt v,9 ungeiindert und die Potenzen von s, rufen nur die Werte 
Oo¥i,2, O.2di,2, ... 0," —* dr, 2 
hervor. Man kommt daher durch die Anwendung des Lehrsatzes IV) 
von wv, auf yy,» dureh die Auflésung einer ,,einfachsten“ Abel’schen 
Gleichung des Grades %g. 
Allgemein kénnen wir, wenn 


Wigner = Le O,4 +1 ws Ot (a) 
. Aye... hp 
und, unter Einfiihrung der primitiven »,‘" Einheitswurzel o,, 
y Ae ARR ime 
Ley, + + @, 0, Wr, 2, wend + w~ 863 ble Yu, + vr hss Wy, 2-16, ere Pe “hie 


gesetzt wird, die Berechnung von y;,2,..., auf diejenige einer ihnlich 


gebildeten Funktion 
¥1,2,..:951 = = 2,0 0,’ ... 0. (a) 


mit Hilfe einer solchen treet: Abel’schen Gleichung zuritick- 
ftihren, wie sie im Lehrsatz LV) definiert werden. 


Man erkennt daher durch die Fortsetzung dieses Verfahrens: 


, 


Lehrsats XI. Ordnen sich die n Wurzeln einer Abel’schen 
Gleichung in das System 
0,*0,.»...0(%) (a= 0, 1, 2; ... m2) 
My My My Me =, 
so kann man die Lisung derselben durch diejenige von & 
yeinfachsten* Abel’schen Gleichungen von den Graden 


. *,. %, Men 
bewirken® 1 "ar Ms) . 


$ ISL. Die Behandlung irreduktibler Abel’scher Gleichungen kann 
noch nach einer anderen Methode durchgefiihrt werden, zu deren Aus- 
einandersetzung wir jetzt tibergehen: 


Lehrsats XII. Die Lisung einer irreduktiblen Abel’schen 
Gleichung vom Grade n= p,“po®..., WO P,, Py, «.. die verschie- 


* L. Kronecker: Berl, Ber, Nachtrag z. Dezemberheft 1877, p. 846— 851. 


Awa 
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denen Primzahlteiler von ” bedeuten, kann auf die von irre- 
duktiblen Abel’schen Gleichungen der Grade ,”, p,”,... re- 
duziert werden. 

Den Beweis* kniipfen wir an die Betrachtungen der Gruppen- 
eigenschaften; der Hinfachheit halber nehmen wir n= p,“p,” an. 

Da auch die Ordnung der Gruppe r=n ist, so ist die Ordnung 
jeder ihrer Substitutionen ein Teiler von n, also von der Form Py Po: 
eine jede Substitution kann demnach aus einer Kombination ihrer 
pp," Potenz (welche die Ordnung p,” hat) und ihrer p,% Potenz 
(welche die Ordnung p,” hat) zusammengesetzt werden. Folglich er- 
halt man alle Substitutionen der Gruppe G, wenn man alle diejenigen 

Le tee th noth. 
deren Ordnung eine Potenz von p, ist, mit allen denjenigen 

Viator trenetn 
kombiniert, deren Ordnung eine Potenz von p, ist. Alle Substitutionen 
von G haben somit, da alle ¢ unter einander vertauschbar sind, die 


Form = (totpty...) t4tTth...). 


Die Ordnung des Produkts in der ersten Klammer ist eine Potenz 
. aa 
von p, Denn es wird 


i tyr” = CAT ; yes eS 1 


werden, so dass die Ordnung der Klammergrésse ein Teiler von p,” 
ist. Zwei Substitutionen 


(tl, the. De te Sy) und CAL Aad) (414.0) 


sind von einander verschieden, wenn nicht die beiden Klammern ent- 
sprechend gleich sind. Denn aus der angenommenen Gleichheit folgt 


Goth.) HA St. al..), 


und da die Ordnung der linken Seite ein Teiler von p,”, die der 
rechten Seite ein Teiler von p,” ist, so muss dieser Teiler gleich 1 
sein; daraus folgt das Behauptete. 

Die Anzahl der Substitutionen s ist gleich n=p,“p,”. Da nun 
die Substitutionen ¢’ eine Gruppe bilden und da jede Substitution der 
Gruppe als Ordnung p,” hat, so wird die Ordnung der Gruppe selbst 
p,m ma setzen sein (§ 43). Hbenso wird die Ordnung der aus den 
t" yebildeten Gruppe gleich p,”. Dann folgt aus 


* ©. Jordan: Traité etc. §§ 405 — 407. 


Netto, Substitutionentheorie, 14 


210 “weiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie. 


= pM py = py™Py", 
dass 1, = @,, My == My Ist. 

Ws sei nun @ eine gur Gruppe der ¢” gehbrige Funktion; dann 
hat-sie p, Werte und hiingt von einer Gleichung des Grades p,* ab, 
deren Gruppe durch die ¢’ gebildet wird oder, wenn man will, durch 
eine aus den Werten von @ als Elementen gebildeten Gruppe, welche 
der Gruppe der ¢ isomorph ist (vergl. §§ 156 und 180). Diese Glei- 
chung ist demnach eine Abel’sche. 

Wbheuso hiingt die zur Gruppe der ?’ gehdrige Funktion y von 
einer Abel’schen Gleichung des Grades p,% ab. 

Denkt man sich m und w& berechnet, so wird 


x= alot ply 
sur Gruppe | gehdren, Durch y sind also alle rationalen Wurzel- 
funktionen rational darstellbar; speziell sind es die Wurzeln selbst. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

§$ ISL. Lehrsats XT. Die Auflésung einer irreduktibeln 
Abelscohen Gleichung vom Grade p* kann auf die Lésung 
einer Reihe Abel’scher Gleichungen zuriickgefiihrt werden, 
deren Gruppen nur Substitutionen der Ordnung p und der 
Orduung t enthalten, 

Ks sei G die Gruppe emer solchen Gleichung. Die Ordnung 
einer jeden Substitution von @ ist eine Potenz von p. Es mége p* 
die Ordnung derjenigen Substitutionen sein, deren Ordnung ein Maxi- 
mum ist, Dann bilden diejenigen Substitutionen von G, deren Ord- 
nung nur bis po aufsteigt, eine Gruppe H. Denn, wenn ¢,, é, zwei 
von diesen Substitutionen sind, so wird wegen der Vertauschbarkeit 

(th) me ol ed 
werden, so dass./,4 dieselbe Kigenschaft besitzt, wie #, und ¢, einzeln. 

Ks mbge jetat @ eine zu H gehbrige Funktion sein; wenn p* die 
Ordaung von #7 ist, wird @ eine p*~*-wertige Funktion sein und 
denmach von einer Gleichung des Grades p*—“ abhiingen. Wendet 
man auf @ eine Substitution r von @ an, die nicht auch in H ent- 
halten ist, so wird @ hierftir nur p Werte annehmen, weil 1? in H 
vorkonumt, Die Substitutionen unter den Werten von om, welche durch 
 entstehen und welche eine au G einstufig isomorphe Gruppe bilden 
($ 156), haben deshalb siimtlich die Ordnung p. Man kann, wie im 
vorigen Paragraphen, aus dem Isomorphismus den Schluss ziehen, dass 
die Gleichung, au der m gehdrt, eime Abel’sche Gleichung ist, denn 
ihre Greppe ist die soeben konstruierte, die zwischen den g besteht. 
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Kennt man gy, so reduziert sich die Gruppe G der gegebenen 
Abel’schen Gleichung auf //, Wir bezeichnen mit H, die Gruppe der- 
jenigen Substitutionen von JT, deren Ordnung den Grad p’—? nicht 
liberschreitet, mit gm, eine zugehérige Funktion, und erkennen dann 
wieder, dass y, aus gm durch eine Abel’sche Gleichung vom Grade 
p’~” gefunden werden kann, deren Gruppe nur Substitutionen von 
der Ordnung p enthilt u.s. f. 


§ 153. Lehrsatz XIV. Die Auflésung einer irreduktiblen 
Abel’schen Gleichung vom Grade p*%, deren Gruppe nur Sub- 
stitutionen der Ordnung p und der Ordnung 1 enthilt, lasst 
sich auf diejenige von a@ irreduktiblen Abel’schen Glei- 
chungen des Grades p zurtickfiihren. 

Obgleich dieser Satz, als Spezialfall des in § 180 abgeleiteten, 
schon bewiesen ist, wollen wir ihn dennoch mit Hilfe der zuletzt be- 
nutzten Methode nochmals verifizieren, 

Sei 5, eine Substitution der Gruppe G der vorgelegten Abel’schen 
Gleichung; dann ist die Ordnung von s, gleich p; ferner sei s, eine 
nicht unter 5,, 5,7,...%,”~', 1 enthaltene neue Substitution von G. 
Dann ist 5,.5,—s,.5,; demnach enthilt die ans s, und s, gebildete 
Gruppe H,—{8,, 8,} hochstens p’? Substitutionen. Sie enthilt auch 
wirklich so viele, falls aus 8,78,’ =s,%s, die Gleichheiten a=a, b—B 
sich ergeben. Wire 8,%8,' = s,%8,, so wire auch s,?—’=—s,4—% Fir 
jedes von 0 verschiedene 6—b kann man eine Zabl m so bestimmen, 


m(pb—b)=1 (aod. p.) 


wird. Man erhialt daher 


dass 


1 ees @ MP —b) . o M(a— a) 
By = 8p —9) w= 5, ; 


Dies ist unméglich. Also musste 6 =b und @—a sein. 

Ist o@>2, so sei 5, eine nicht unter den p” Substitutionen der 
Form 4,75,’ enthaltene neue Substitution. Da 8,8, = $38,, S983 = S359, 
so enthilt H,—{s,, s,, 8) héchstens ”* Substitutionen. Sie enthiilt 
auch wirklich so viele, falls aus s,”5,’s,°—8,%s,"s,” die Gleichheiten 
a=6, bp, c=y sich ergeben. Hs wiirde aus jener Gleichung folgen 
Gy! —% == §,2—%8,/—P us, Ww. ganz wie oben. 

Geht man in dieser Art weiter fort, so erkennt man, dass alle 
p* Substitutionen in die Form 

Gi6fapsg et? ped, lysip—l) 
gebracht werden kénnen, wobei eine jede ein und auch nur ein Mal 


auftritt (vergl. § 180). Wiahlt man nun zu Resolventen 
14* 
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Pa (Hy; My mie Ca) aU OG eeahey, Sy, 4-7 Sam 

Pa—1 (My, Wy, 00+ Mn) yy Hl e—1 = { 84) Say «++ Sa—2y Sed 

Oi (Gy, Woy ves Mn) WU. ey Say Sad ee erg 
gehdrig, so hiingt jede derselben von einer Abel’schen Gleichung des 
Grades p ab. Die Wurzeln der gegebenen Gleichung des Grades p* 
sind durch 9,, 9, ++. Qe rational darstellbar, da zu 


Y= BiG, + BoP, ++.» + BaPa 
die Gruppe 1 gehoért (vergl. § 174). 


§$ 184. Die p* Wurzeln einer derartigen Gleichung kénnen durch 
Da, , 85 0 20 (2 =90, 1, 2, <a Prod) 
bezeichnet werden. Hs sei w:,s,,...s, die Wurzel, welche s,"s,%... Su°4 


22} S25 


aut @2,,2,...:q folgen lisst. Dann wird 


Q> 
ra 


» fe > 2 c < - « c 
y »* Co y ¢ aS s: re C = ¢ 
8 Sg” see Se @ . sy> Sy >* eee Se3= tes sats Syfab Sa 


a 


La +Sa 


Bey 


(wegen der linken Seite) auf 2, za diejenige Wurzel folgen lassen, 


ei 
durch welche s,*. ...sq*¢ die Wurzel ws «|... 5, ersetzt; wegen der rechten 
Seite ist dies @s43,,5+4....ce+ée} folglich ersetzt die beliebige Sub- 
stitution s,s.%...8e¢ das beliebige Element 
$e Gi sti tan /OUNOD.” WE t.6 0k, tetas 

doh. man erhiilt in der analytischen Darstellungsweise der Substitu- 
tionen 

S89... Saht =| 2h, My eee Sa +h, +h, ... Zat+he| (mod. p). 

Die Gruppe einer Abel’schen Gleichung vom Grade p*, 

deren Substitutionen simtlich die Ordnung p besitzen, wird 
durch die arithmetischen Substitutionen des Grades p* 
(mod. p) gebildet. 


$ 185. Wir wollen endlich den Ubergang von den Untersuchungen 
dieses Kapitels zu den spezielleren Fragen des vorhergehenden machen. 


Wir verstehen unter ” eine beliebige ganze Zahl und unter a 
9 


den Quotienten 7 dann geniigen bekanntlich die » Gréssen 
Pe 
cosa, cos 2a, cos3a,... cosna 
einer Gleichung, deren Koefficienten rationale Zahlen sind. Diese 
Gleichung lautet: 


n(n—3 
C) oe — na? + A n ( ~ 3) a 


1.2 


Setzen wir a= cosa, so wird fiir ein beliebiges ganzes m 


n—4__ 0) 
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cosma—=60 (cosa), 
wobei 6 eine ganze Funktion bezeichnet. Versteht man ebenso unter 
6, (cosa) den Wert cosm,a, so erhalt man, wenn man in der vorigen 
Gleichung m,a statt des Argumentes a einsetzt, die Gleichung 
cos (m.m, a) = 8 (cos m, a) = 90, cos a. 
Kbenso findet man, wenn in 0,cosa=cosm,a das Argument a durch 
ma ersetzt wird, das Resultat 
cos(m,.ma) = 0, (cos m a) = 0,0 cos a. 
Folglich findet fiir die Wurzeln von () die Beziehung statt, dass alle 
durch eme einzige unter ihnen rational ausdriickbar sind und dass 
0, 0.2, 0.096 p= C08 a) 
wird. Die Gleichung C) ist also. eine Abel’sche Gleichung. Daher 
kann man On 
b, = COS d= Cos — 


algebraisch bestimmen. Wir haben hier ein Beispiel fiir § 179. 


§ 186. Es sei jetzt » eme ungerade Primzahl n=2v-+1, dann 
werden die Wurzeln der Gleichung C) folgende sein: 
20 4a 4vun 

Cream Meio gae 1 es oe 

Da hier die letzte Wurzel = 1 ist, so ist die Gleichung C) durch x—1 

teilbar. Die anderen Wurzeln werden einander paarweise gleich, nimlich 
" 28 (2v4+1—m)2x 
Conca S opal 

Folglich kann man eine Gleichung mit rationalen Koefficienten aus C) 
ableiten, deren Wurzeln die folgenden sein werden: 


COS 2 1. 


20 s Aa aa Zum 
Coe is, 3s Qe av+1 
Diese Gleichung hat die Form . 
Bee lon Bie tpi a Ve) RS) 
Ce des tat wie Gia) aeoaee Bae he 1.2 ae 
vy—3)(v—-4) 
Fee peel OG 


Wir fiihren nun folgende Bezeichnung ein: 
fs 20 
ig 2v+1 


dann hat man nach dem Obigen 


=COSA=X; 
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2m x 
2yv4+1 
so dass der Gleichung C,) auch durch die Warzeln 

A(z), P(@), 6 @),-.. 
geniigt wird. Da fiir jeden Wert von a die Beziehung herrscht 
cos m a= 4 (cos a), 
so folgt hieraus der Reihe nach 
9? (cosa)=cosm?a, 6° (cosa)—cosm*a, ... 
6 (cos a) = cos ma, ... 
und die Wurzeln x, 0(x), 6?(x),... treten unter der Form auf 
COSA, Cosma, cosm*a, cosm®a,... Cosma, ... 


COs =6(z) =casma, 


Verstehen wir nun unter g irgend eine primitive Wurzel mod. (2v+1), 
so werden die v Glieder der Reihe 


R,) . COSa, COSga, cosg’a,... cosg’—t.a 
yon einander verschieden sein. Denn aus der Gleichung 
cosg*a=cosgea, «>B, 
in welcher a und # kleiner als v sind, wiirde folgen 
ga=+ga+2ka, 


E 22 : 
und wenn man fiir a seinen Wert ed einsetzt, 
g=+tP+k2v+1), 
FFF =H (9g —FF1)—k2v+ b. 


Dividieren wir diese Gleichung durch g? und multiplizieren mit g*— *+ 1, 
so finden wir hieraus die Kongruenz 

G*9=1 mod. (2v+1). 
Weil jedoch 2(¢—8)<2v ist, so ist diese Kongruenz unméglich. In- 
folgedessen muss ¢cosg*a von cosg’a verschieden sein. 


F : 
erner ist cos g’ a = cos a; 


denn man hat g**—1—(g’—1)(g’+1) gleich einem Vielfachen von 
2v-+1; also ist emer der beiden Faktoren durch die Primzahl 2y+41 
teilbar und fiir eins der beiden Vorzeichen gilt die Gleichung 
g =+14+k2n+)), 
und somit ergiebt sich auch die Beziehung 
cos g’a—cos[+1+k.(2v+1)]a=eos(+a+22k)=cosa. 


Hieraus erkennt man, dass die » Wurzeln der Gleichung C,) durch 
. die Reihe R,) oder durch 


ibicisiatitain ee eee ae ee) ee er 
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nr, O(@), (2), ...0 (a) 


geliefert werden, wihrend 6’(7) =z wird. Die Gleichung C,) ist also 
algebraisch losbar. Wir haben hier ein Beispiel fiir § 172. 


Setzt man v=7,.,....” , so kann man den Kreisumfang in 
2v+1 gleiche Teile teilen durch die Lésung von w Gleichungen der 
-t : . . . 

Grade ,, %,... %. Sind n,, %,... % zu eimander prim, so sind die 


Koefficienten dieser Gleichungen rationale Zahlen (§ 173). 
Ist y= 2, so erhilt man den Satz iiber die Konstruktion regu- 
lirer Polygone, mit Hilfe von Zirkel und Lineal. 


Zwolftes Kapitel. 


Gleichungen, bei denen rationale Beziehungen 
zwischen drei Wurzeln bestehen. 


§ 187. Nach der Behandlung einiger Gleichungen, bei denen 
alle Wurzeln rationale Funktionen einer einzigen sind, liegt es nahe, 
solche Gleichungen zu untersuchen, bei denen alle Wurzeln rationale 
Funktionen von zweien unter ihnen sind. Wir betrachten nur irre- 
duktible Gleichungen dieser Art. Es sei~ 

Ly = Ps (%, Xa), Ty= Py (yy Ly), --- Lu= Pn(X, Lp) 
dann wird eine Substitution, welche die beiden Elemente w,, x un- 
geandert lisst, tiberhaupt kei Element andern. 

Ist s, eme beliebige Substitution der Gruppe der Gleichung, und 
s', eine andere, welche x,, 7, in derselben Weise versetzt, wie s, es 
thut, so wird s',.s,—1 weder z, noch z, bewegen, also gleich 1 sein; 
d. h. es wird 8’, =Sz¢. 

Sind s,, s,, ... s, alle Substitutionen der Gruppe G, so kénnen 
wir eine Tabelle entwerfen, in deren erster Zeile 

CR Ae aioe 
stehen. Nun giebt es w(n—1) verschiedene Moglichkeiten der Um- 
setzung von 7,, 7, unter den » Hlementen 2, %,...%,. Ist eine 
dieser Umsetzungen in jener ersten Zeile noch nicht vertreten, d. h. ist 
r<mn(n—1), so sei ¢, eine beliebige Substitution, welche diese neue 
Umsetzung hervorruft. Dann werden 
bySy3 MgSygu ty Sgy >> < 155 
Umsetzungen von 2,, %, liefern, die simtlich von einander verschieden 
sind und von denen keine auch der ersten Zeile angehért. Ist 2.7 
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nooh <n(n—1), so giebt-es eine neue Umsetzung von 2,, @, die in 
keiner der beiden Zeilen vorkommt. Wir bilden eine beliebige Sub- 
stitution 4, welehe diese Umsetzung liefert, und konstruieren 

by Si) ty Syy Ey 8gy oo bg S> 
als dvitte Zeile unserer Tabelle us. w., bis alle 2(— 1) Méglichkeiten 
orsohOptt sind, Daraus sieht man: , 

Lehraats I, Die Ordnung der Gruppe einer irreduktiblen 
Qloichung wv’ Grades, bei der alle Wurzeln durch zwei unter 
ihnen rational darstellbar sind, ist ein Teiler von n(m— 1). 

$ ISS. Wir fiigen vu den bisherigen Annahmen tiber unsere Glei- 
chung 

1) {(w) =0 
nooh die hingu, dass ihr Grad gleich einer Primzahl sein soll. 

Definition, Kine irreduktible Gleichung eines Primzahl- 
grades, deren Wurveln simtlich durch zwei unter ihnen ratio- 
nal ausdriiokbar sind, heisst eine Galois’sche Gleichung.* 


Ks seit p der Grad von /(@); dann wird die Ordnung der Gruppe 
ein oiler von p(p— 1) sein, Da f(w)=0 irreduktibel ist, so ist G,, 
die Gruppe von 1), transitiv; deshalb ist ihre Ordnung durch p teilbar, 
und G@ onthiilt (§ 48) eine Substitution der Ordnung p. Es sei dies s. 
Kiime ausser den Potengen von s in G noch eine Substitution ¢ der 
Ordnung p vor, so wiirden alle s*/? von einander verschieden sein. 
Denn aus git ge gaze 


wiirde folyen sabe pp, 


und wenn man, was stets miglch ist, » durch die Kongruenz 
r(b—B)=1 (mod, p) (Bb) 
bestimmi, so folgt aus der vorigen Gleichung durch Erhebung in die 


pre Potens t — glv—a)r 


Hs wire also, was ausgeschlossen werden muss, ¢ eine Potenz von s. 
Demnach bildeten die sé) bereits p® von einander verschiedene Sub- 
stitutionen, wihrend die Orduung von @ nur ein Teiler von p(p—1) 
soin sollte, Ns konnen also in G@ ausser den Potenzen von s keine 
Substitutionen der Ordnung p vorkommen, 

Wir untersuchon, ob G noch andere Substitutionen enthiilt, welche 
alle Elemente umsetven, 'Transformiert man eine Substitution ptt 


“ By, Galois: Oouvres mathématiques, herausgegeben von Liouville im 
11, Bande des Journal de mathématiques pures et appliquées, 1846; p. 381 — 444. 
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Ordnung s durch irgend eine Substitution 6 von G, so wird s sich in 
eine seiner Potenzen umwandeln miissen; es wird also 

6-136 = 51. 
Angenommen, es fiihrt ¢ das Element 7, in x tiber, dann wird o 
das Element #, in %42, %3 iM %e422,... %7 in Ya4~@—na_ tiberfihren. 
Dabei bleibt aber in o das Element z,, fiir welches 


y=at(y—1)a (mod. p), 


y= - f (mod. ) 

wird, ungeindert. Es kénnte also héchstens fiir 11 ein 6 existieren, 
welches alle Elemente umsetzt. Hierfiir wire dann x, in %, Z, in 
Lat1, % M %e+42, ... tibergefiihrt. Daher erhielte man 


CPN CnC Ui OR 9 ee RI op ar he 
Der erste Cyklus schliesst sich nach @,a—~@—1, wenn 

(n+ 1)a—n=n(a—1)+a=1 (mod. p), 

n=—1=p—1 (mod. p) 
ist. o wiirde somit eine cyklische Substitution der Ordnung p werden, 
und das ist nicht méglich, wenn es nicht eine Potenz von s wird. 
Es folgt daher, dass es ausser ‘s 
878 Saat 

keine Substitution in G giebt, die alle Elemente umsetzt; demnach 
giebt es in G auch keine Substitution, ausser der Hinheit, welche mehr 
als ein Element ungeindert lasst (§ 63). Wir sehen also: 


Lehrsatz II. Die Gruppe einer Galois’schen Gleichung 
enthalt ausser der Substitution 1 nur noch p—1 Substitu- 
tionen der Ordnung p und Substitutionen, welche p—1 Ele- 
mente umsetzen. 

Diese Gruppe haben wir in den §§ 125 flgg. studiert. Die dort 
erlangten Resultate kénnen wir uns hier zu Nutze machen. 


§ 189. Es sei eine Substitution p** Ordnung in G 
Sea(C Mis ap) 
wir bilden die Resolvente 
9, = (4, + w%a, + 0? #4, -+...-+ e'P—ay,)P, 
in welcher @ eine primitive p* Kinheitswurzel bedeutet; , bleibt fiir 


s und seine Potenzen, also fiir eme Gruppe der Ordnung p ungeindert. 
Ist die Ordnung der Gruppe der vorgelegten Galois’schen Gleichung 


218 ywoiter Absohnitt, Anwendung der Substitutionentheorie. 


») ; 8o hat m, gerade P = Werte (§ 43), welche siimtlich zu der- 
oO ( 


wolbon Grappe gehbren (§ 126), so dass 


Py =X (P1)) Py = Xn (Pr) Pp—1 = Xp—1 (9) 


0 0 


wird, Da ferner die Substitutionen, die zwischen g,, Py, --- bestehen, 
mib einander vertauschbar sind (§ 128), so ist auch 


Xo X93 (Pr) = Xe Xo (Pr): 


») 1 ten < ‘ 
f Grades, von welcher gp, abhiingt, ist demnach 


Die Gleiehung 
vine Abel’sehe, Ist diese gelést, so hiingen #,, a, ... % von emer 
aweiten Abel'schen Gleichung des Grades p ab, deren Koefficienten 
rational ing, sind und deren Gruppe aus den Potenzen von s besteht. 


Hhohraaty It, Die Auflésung einer Galois’schen Gleichung, 
p-1 sian 4 

deren Gruppe die Ordnung pea ~ besitzt, kann auf diejenige 

; ; »—1 
aweier Abelschen Gleichungen der Grade p und — redu- 
, »—1, 
aiert worden, Ist / ;~ eine zusammengesetzte Zahl, so kann 

« 

die letytere Gleichung in andere Abel’sche Gleichungen nie- 
derer Grade verfallt werden. 

§ 190, Als einfachstes Beispiel einer Galois’schen Gleichung 
bietet sich die binomisehe Gleichung des Primzahlgrades p 

wo? — A = () 

dav, falls die reelle p® Wurzel des absoluten Wertes der reellen Grésse 
A nicht demjenigen Bereiche angehirt, dessen Gréssen wir als ratio- 
nal ansehen, 

Die Wurseln dieser Gleichung sind, falls «@, eine derselben be- 


shed 9 
deutet, wa, wie, ac aemtey, (0? ]), 


v 
®,) 
Dann ish der Quotient zweier Wurzeln gleich einer Potenz der pri- 
mitiven p®" Kinheitswurzel @. Eine passend gewiihlte Potenz die- 
ses Quotienten ist gleich @ selbst. Es ist also, wenn zwei Wurzeln 


Wy, Wy Megeben sind, jede dritte durch 


; Xs m x ass 1 
Vy mm Vie » me m? 
Wy Wy 


dh. rational durch wy und a, darstellbar. 
Sobald sich demnach die Irreduktibilitiit, der Gleichung 


w—-A=0 


eee 
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nachweisen lisst, ist dargelegt, dass sie zum Geschlechte der Galois’- 
schen Gleichungen gehdort. 
Wire das Gleichungspolynom zerlegbar 


ov — A =, (). Py (#)..+; 
so kénnten, da p eine Primzahl ist, die siimtlichen einzelnen Faktoren 
nur dann von gleichem Grade sein, wenn dieser Grad gleich 1 wird; 
dann waren aber alle Wurzeln rational. Diese Méglichkeit ist also 
zu verwerfen. 
Es sei daher ¢,(%) von hoherem Grade als (x). Die Wur- 


zeln von . lama tau tie est 
Pie), Belen “Wyre ee 


Ui J i 
P, (2) ” U14 U2, L3y +004 Ung 
Dann wird der letzte Koefficient in jedem der Polynome q,, g, re- 


spektive + 2h th ah... = +0% a,” 


Ui 0e0s...— - OFL,™ 


1 Ny Nn 


im Rationalitatsgebiete rational sein, also auch ihr Quotient 
ar. n= 0, 

Da p eine Primzahl ist, so ist es moéglich, eine ganze Zahl w so zu 

bestimmen, dass die Kongruenz 

mu=1 (mod, 7) 
oder die Gleichung 

mu=vp+ 1 
befriedigt wird. Daher wird 

Cea O°)! = Tt t= Ay ott Ara! 
rational und also wv selbst. Aus der Zerlegbarkeit unserer Gleichung 
wiirde somit die Rationalitait einer Wurzel folgen. Diese ist aber sicher 
nicht vorhanden. 

Die Gruppe der Gleichung ist von der Ordnung p(p—1). Denn 
lasst man eine Wurzel 2, ungeiindert, so kann eine andere w,@ in 
jede der iibrigen 7,0, 7°, 7,@°,... %,@?—1, also in p—1 Wurzeln 
tibergefiihrt werden. Hier ist somit die Zahl 6 des vorigen Paragraphen 
gleich 1 zu setzen. 


Lehrsatz IV. Die binomische Gleichung 
x? —-A=—O, 
bei welcher A nicht die vollkommene Potenz einer dem Ra- 
tionalitatsbereiche angehérigen Grosse ist, gehért zu den 


Galois’schen Gleichumgen, Ihre Gruppe hat die Ordnung 
p(p—1). 
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$191. Anmerkung. Hs fehlen uns fiirs erste noch die Mittel, 
um den dritten Lehrsatz umzukehren. Es kann daher erst im nach- 
ston Kapitel mit algebraischen Hilfsmitteln und wird dann spater noch 
einmal bei der gruppen-theoretischen Behandlung auflosbarer Gleichun- 
gen gezeigt werden, dass jede Gleichung eines Primzahlgrades, welche 
irreduktibel und auflésbar ist, eine Galois’sche oder eine Abel’sche 
Gleichung sein muss. Bevor wir aber zu solchen allgemeinen Be- - 
trachtungen tibergehen, wollen wir noch einen Spezialfall betrachten, 
bei dem rationale Beziehungen zwischen drei und drei Wurzeln einer 
Gleichung bestehen, 


§ 192. Wir sagen von einer Gleichung, sie besitze Tripel- 
charakter, oder wir nennen sie auch kurz eine Tripelgleichung*, 
wenn ihre Wurzeln zu Tripeln a, 73, %, derart angeordnet werden 
kinnen, dass zwei Hlemente eines Tripels durch eine rationale Bezie- 
hung eindentig das dritte Element bestimmen, also # und a, das 
Klement #,, ebenso a und «, das Element 2; und endlich 2, und 2, 
das Klement 9. 

Die Gleichungen dritten Grades sind Tripelgleichungen, da 


ist, setae Pact ty 


Von Gleichungen héherer Grade kénnen ferner Gleichungen sieben- 
ten Grades Tripelcharakter besitzen. Hier ist z B. folgende Anordnung 
der sieben Wurzeln #,, @, ... % modglich: 


Vy Wyy Vy Vy, My Hey My Wey Wy, Hy My, Mey = Hq Hey %q3 Hyg, Hy Ty. 


Ist » der Grad der Gleichung, so kann man Mies Kombinationen 
Xa, % von je zwei Wurzeln bilden. Zu jeder yon diesen gehért eine 
dritte Wurzel #,, also ein Tripel. Jedes dieser Tripel kommt drei- 
mal vor, jenachdem man als anfiingliche Kombination zweier Wur- 
n (n— 1) 
Seta 
Da dieser Bruch eine ganze Zahl bedeuten muss, so wird nur fiir 
ve Om-+ 1, v= 6m +3 ein Tripelcharakter existieren kénnen. n—=6m 
ist auszuschliessen, da ” ungerade sein muss, wie man erkennt, wenn 
man v mit allen iibrigen Klementen kombiniert, die sich demnach 
vu je zwei und zwei anordnen. 

Kis bleibe dahingestellt, ob es fiir jedes n=6m+1, n=6m+3 
Tripelsysteme giebt. 


zoln We, %} Va, 3 Xs, % nimmt. Hs giebt also 


Tripel. 


* Noother: Math, Ann, XV, p. 89. 
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Da man leicht ee Veriahren aufsicllen kam, acs cinem Trip 


_ systeme von » Elemenien em solches von 20+1 Elementen shzala- 


ten, und aus zwei Tripelsysiemen der Grade u,, «, em slches vom 
Grade “,-",, 30 folgt aus der Exisienz des Systems far »—3 ~ B. die 
fir n—7, 15, 31,---; 9, 19,39,---; 21, 43,..-; hierdurch sind aber nicht 
Sits Systeme crechibpll Sa eS i PSP 

§ 193. Wir wolle em Veriaires ausemanderscizen, ous rwei 
Tripelsystemen der Grade u,. », em drities vom Grade w,.0, m il 
den Die Indices des ersien Systemes migen durch a, b, ¢,-.., die 
des zweiten durch «, 6, 7, --- bezexehmct werden 

Die Tripel deuten wir durch die Angabe der enisprechenden Ele- 
menten-Indices an Bee ik ete ee ae ae 

i) 4,66; a, 4,6; 54 8- 
T,) @, B72 a, 0, z; «, 0, 4; --- 

Die Elemente des kombinierien Systems sie Zee. Su3; se: --- 
Wir bilden folgendermassen ei Tripelsysiem fair dieselben Zuerst 
sehieben wir hinter jedes Element vou T,) des Element e; dadureh 
entstchen =: —)) Tyipel dex Hlemente mit doppelten Indices. 

er cis tac Scat. aalle pde de 


a Indices des zweiten Systems hinter jeden Index jedes Tripels T,) Da 


"durch entstehen jedesmal "*%—) eel um gues 
#, (#,—1) 
a 


Tripel unter den Elementen 212, 2235 L27- --- 4ex, Fg, --- Alle diese 


_ sind yon einander verschieden; es sind: 


Lec, ba, ca; aa, da,ce; be, de, ge; --- 
T.) af, 6B, «Bp; af, 4B, eB; bB, dp, 9B; - 
z | by, ¢7: 97, 47. = 7, a7: = -- 


- = - - - - - - - 


ee ee a ecalchcs das ncbic ihdnees eoccioelae 
eee eae ai; te ee 


wi, (a, —1 
my 6 


an te, die durch je zwei Indices be- 


stimmt sind. Auch diese sind unter sich und vom denen acs T’,) ver- 


‘ sehieden; sie sind im folgender Tabelle enthalten- 
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ac, a8, ay; ao, a0, aé; aa, af, an... 
| ba, bB, by; ba, bd, be; ba, bE, by; ... 
Gu, “CB Mops Ca coy Cee” CO- ACG. fy, tee 


ap i) 


Endlich kombinieren wir je ein Tripel von T,) mit einem Tripel 
von T’,) derart, dass hinter jedes der drei Elemente emes Tripels aus 
T,) je ein Element eines Tripels aus T,) tritt. Hs kann dies, falls 
die beiden Tripel einmal festgelegt sind, auf sechs wesentlich von ein- 
ander verschiedene Arten geschehen, z. B. mit b, d, e und a, €, 9 so: 

bo, d&, gn; ba, dy, gf; bb, da, gn; bf, dy, ga; by, da, gf; 
by, df, ga. 
Man erhiilt demnach aus T,), T,) als Zahl solcher Kombinationen 
gm ey 1) Mm Se) 1) ea Ny Ny i m, +1 
Auch sie sind unter sich und von denjenigen, welche in T’,) und T”,) 
vorkommen, verschieden. 
Alle diese nehmen wir in folgende Tabelle auf: 


aa, bB, cy; aa, by, cB; aB, ba, cy;... ay, bB, ca; 
aa, bd, c&; aa, be, cd; ad, ba, ce; ... ae, 60; ems 
aa, dB, ey; aa, dy, eB; aB, da, ey;... ay, dp, ea; 


Tee) 


Wir haben demnach jetzt zwischen den n,.”, Elementen 
Laay “apy Vays -++5 Vous Vos Loy, +65 oes 
aufgestellt eine Anzahl von 
Ny Hs ie 1) +n, oe + Ny Malle Tee a Mtl NM ht 1} 
von einander verschiedener T'ripel. Folglich bilden die drei Tabellen 
T,) eins der fiir »,.m, Elemente méglichen Tripelsysteme. 


§ 194. Um die zu einer Tripelgleichung gehérige Gruppe G@ zu 
finden, braucht man nur zu bedenken, dass die Substitutionen der- 
selben den Tripelcharakter der Gleichung nicht zerstéren diirfen; die 
Gruppe G enthilt also alle und nur diejenigen Substitutionen, welche’ 
das Tripelsystem in sich selbst umwandeln. Ist etwa T,) aus § 193 
das Tripelsystem der Gleichung, und versteht man unter dem Symbol 


(P; a 7) 
eine allgemeine symmetrische Funktion der drei Elemente 2,, a,, Ti 
so wird 
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p=, b, e+, de) +, 4, 9)+... 
eine zur Gattung der Gruppe gehérige Funktion sein. Die Gruppe G 
enthilt alle Substitutionen, welche g nicht ‘indern. g ist daher ra- 
tional bekannt; es ist die Gattung von g der Gleichung mit Tripel- 
charakter adjungiert. 

Von dieser Gruppe sind einige allgemeine Eigenschaften ersichtlich: 

1) Jede Substitution der Gruppe, welche zwei beliebige Elemente 
ungeidndert liisst, lasst auch ein drittes ungeindert; dasjenige nimlich, 
welches mit jenen beiden zu demselben Tripel gehért. Ein solches 
Element wollen wir das jenen beiden conjugierte nennen. 

Daher kann die Gruppe einer Tripelgleichung héchstens zweifach 
transitiv sein: denn sobvald der Ort fiir zwei Elemente bestimmt ist, 
darf ihr konjugiertes Element nicht willkiirlich umgesetzt werden. 

2) Lasst eine Substitution m Elemente ungeindert, so lasst sie 
noch @ andere ungeindert, wo m+«a von der Form 64+1, 64+3 
sein muss. o@ kann natiirlich auch =O sein. Denn diejenigen Tripel, 
welche zwei der m Hlemente enthalten, enthalten auch ein drittes; 
die festen Elemente bilden somit ein Tripelsystem. 

3) Kommen in der Gruppe Substitutionen s’, s”,... vor, welche 
genau m Hlemente fy 
Ly, Ly, Ug, ++ Lm 
ungeiindert lassen, und andere Substitutionen ¢', ¢",..., welche ausser 
diesen Elementen noch andere, also z. B. 


yy Fg, 20+ Lmy Un41, +++ Xmta , 


ungeiindert lassen, so ist « mindestens gleich m+ 1. Denn ?’ kann 
keinen der Tripel andern, welche zu den Kombinationen zweiter Klasse 


XY, Lm+1y Hy Xm+15 HLm +1, tee LmUmn +1 


gehéren. Die zu diesen Kombinationen gehdrigen konjugierten Ele- 
mente sind simtlich von einander verschieden; also lisst t’ mindestens 
2m+1 Hlemente ungeindert. 

4) Bedeuten 7, %,, “, die drei Klemente eines Tripels, so lisst 
jede Substitution, welche die Folge x#,%«, enthilt, auf 2 wieder 2, 
folgen, d.h. sie enthalt den Cyklus (”,%:,). 

Lasst eine Substitution das Element z, ungeiindert, wihrend sie 
auf x, folgen lisst 7, so muss sie auf #, wiederum 2, folgen lassen, 
d.h. sie enthilt die Transposition (#2). 

5) Die zu dem Tripelsystem T,) aus § 193 gehérige Gruppe enthilt 
eine Untergruppe, welche nur die zweiten Indices, und eine andere, 
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welche nur die ersten Indices vertauscht, Jene Kisst den Komplex 
T’,), diese den Komplex T",) ungelindert, . 
6) Da die Tripelgleichung eine : — 1). wertige Resolvente hat, 
nimlich diejenige, welche oben mit 
( @ *) 
bezeichnet wurde, so werden alle ihre Werte durch die Aufsung 


Bucs ; 
—_~ —~ gefunden, Die Ordnung der Grappe 


aC). 


Ist (p, @, r) bekanmnt, so folgen &,, a, @ daraus durch eine Glei- 
chung (#—,)(@—2)(#— #) = 0, welohe die Substitutionen 

1, (Waar), (Mpa), @p™, Me), OM) 
zur Gruppe hat. Alle Wurgeln werden nach der Lisung dieser durch 
quadratische Gleichungen bestimmt, Denn wenn «#, bekannt ist, so 
wird die Gleichung 

(w—a}) @—a) @— a) =0 

nach Adjungierung der Wurzel #, zerfallen, Soleher Gleichungen 
giebt es noch (wn—3):2. Die Tripelgleichung hat also eine Grappe, 
deren Ordnung ein Teiler wird vou 


3). (2e= ”), 
0 P 


einer Gleichung vom Grade 
dieser Gleichung ist also 


6 (x — 


§$ 195. Wir legen jetzt bei den Bildungen von § 198 die beiden | 
Tripelsysteme T,) und T,) von je drei Elementen, von denen auch nar 
die Indices angegeben werden sollen 


ey (0, 1, 2) und TN) (Q, 1, 2) 
zu Grunde. Aus ihrer Kombination entsteht 
TT.) (00, 10, 20), (01, 11, 21), (02, 12, 23), 
rs) (00, 01, 02), (10, 11, 12), (20, 21, 29), 
T".) (00, 11, 22), (00, 12, 21), (O1, 10, 22), 
(01, 12, 20), (O02, 10, 22), (2, 12, 20) 


Behalten wir die doppelten Indices bei und kombinieren wir diese — 
neue Gruppe T,) wiederam mit T)), so entsteht ein Tripelsystem 
von 27 Elementen, welche durch je drei Indices charakterisiert sind 


000, 001, O02, O10, O11, O12, ,.. 220, 221, 292, 


. 
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Bezeichnen wir ein solches Element durch pqr, so ist es leicht, die 
Bedingung dafiir aufzustellen, dass 


Ty) (par, pig's’, p!'q"r") 
ein Tripel wird. Denn fir p,q; p', q'; p", q" gelten, wie man sieht, 


die Beziehungen 


p+p'+p"=q+q'+q"=0 (mod. 3), 

damit die Kombination Meier 
) (pa, pg’, p'a") 

ein Tripel in dem Systeme der 9 Elemente werde. Nach § 193 ist 
nun in T) entweder (r7'r")=(012) oder r=r'=r". Ferner ist nach 
§ 193 (pq, p'g', p"q") entweder ein Tripel in T;) oder p=p'= p", 
qg=q =q"; also wird auch bei T,) die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Tripeleigenschaft die sein, dass die Kongruenzen 


stattfinden 
B) ptpt+ pl =qttqreartr't+r"=0 (mod. 3). 


Offenbar kann man in genau derselben Weise zu 3.27 Hlementen 
iibergehen. Wir bleiben hier stehen, weil die allgemeinen Entwicke- 
lungen fiir ™—3* dieselben sind, die Schreibweise aber uniibersicht- 
lich wird. é 

Die zu dem Tripelsystem T,) von 27 Elementen gehérige Gruppe 
enthilt alle und nur diejenigen Substitutionen, welche die Gesamtheit 
der Tripel in sich selbst umwandelt. Dahin gehéren sicher die Sub- 
stitutionen von der Form 
s=|p,q,7 aptbqter+a, a'p+b'qte'r+a', a"p+ob"qte"r+a" . 
Dieses Symbol sagt aus, dass die Indices p, g, 7 respektive durch 

aptbgaterta, a'pt+blater+a', a p+b"q+e"r+ a" 
ersetzt werden sollen (vergl. § 136). Fiihrt man nun diese Ausdriicke 
in*B) ein, so werden auch die neuen Kongruenzen, als lineare Kom- 
binationen der alten, erfiillt sein. 

Umgekehrt kann jede Substitution, die das Tripelsystem ungean- 
dert lisst, durch geeignete Wahl der a, b, c, a; a’, b',... in der Form 
von s erhalten werden. Denn ist ¢, eine der Tripelgruppe zugehérige 
Substitution, welche das Element (000) in («a'a"’) umwandelt, und ist 

§=|p, 9,7 pta,qte', ra", 
so wird t, =t,+'s,—! zur Gruppe gehéren und (000) ungeiindert lassen. 

Wenn ¢, nun (001) in (cc'c'’) umwandelt, wo die drei ¢ nicht 
siimtlich Null sein kénnen, da (000) ungeindert bleibt, und man setzt 
mit willkiirlichen a, a', a"; b, b!, 6" 

Netto, Substitutionenthcorie. 16 
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Sy={|P) Q * ap+bq+er, alp+b'qte'r, a"p+b"q4te"r|, 


so wird s, auf (000) und (VOL) folgen lassen (000) respektive (ce'c"’). 
Daher wird (,—4+!sy7! die beiden Elemente (000) und (001) un- 
geiindert lassen. 

Wenn é ferner (O10) in (dd'@") umiindert, so wiihlen wir mit 
willkiirlichen e, e', e” die Substitution 

S=|P,a" eptdg, elp+a'g, e"p+a"q+r], 

welche (000) und (001) ungeiindert und auf (010) folgen liisst (dd'd"). 
Daher wird {== ¢b'sy>! die Elemente (000), (QOL), (010) ungeiin- 


dert lassen. 
Wenn endlich ¢ auf (100) folgen Hisst (gg'g"), so bilden wir 


=P, Gq" OP, g'P+a, g"p+r|; 
dann lisst s, die Elemente (000), (O01), (010) ungeiindert, wihrend 
auf (100) folgt (vg'o"). 
Daher wird é,=ét'sy7' =%..(8,7'sy7'sy7! 8,7) die vier Elemente 
(000), (O01), (10), (100) 


nicht findern, dabei aber zur Gruppe des Tripelsystems gehdren. 

Wir behaupten jetzt, dass man &=1 und infolgedessen setzen 
kinne  iemesiners 

Mame She be b 

Ks wird niimlich, da & die beiden Elemente (000), (001) nicht 
umstellt, auch ihr konjugiertes Klement (002) an seinem Platze bleiben. 
Da é ausserdem (O10) nicht veriindert, so liisst es mach § 194, 3) 
mindestens 7 Elemente unbertihrt. Diese haben, wie (000), (001), 
(O10) die Form (gr). Es giebt jedoch nur 9 derartige Elemente 
und ausserdem existiert eine Substitution, welche alle diese ungeiindert 
lisst und gleichwohl der Tripelgruppe angehirt, niimlich 


T=1P) Qh 2p, gr). 

Liesse ¢, nun 7 oder 8 Elemente und nicht jene 9 siimtlich ungeiindert, 
so miisste es nach § 194, 3) mindestens 2.7+1 oder 2.8+1 Ele- 
mente (Ogr) ungeiindert lassen. Das ist nicht miglich; demnach lisst 
f; alle 9 Elemente der Form (Og?) unberithrt. Endlich versetzt 
auch (100) nicht; folglich lisst es mindestens 2.9-+1 Elemente un- 
geiindert. Blhieben mehr als 2.9 aber weniger als 3.9 an ihren Plitzen, 
z BL 2.9+a@ (@>1, <9), so trite, da es eine Substitution r=1 
giebt, welche alle 3.9 Elemente ungeiindert liisst, derselbe Wider- 
spruch gegen § 194, 3) auf, wie oben, Also ist 4 =1. 
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Ks bilden demgemiss alle und nur die Substitutionen 
von der Form 
S=|p,q,7 ap+bq+erta, a'p+b'qter+ea', a p+b"q+e"r+a"| 
(mod. 3) 
die Gruppe G des Tripelsystems. Damit dieses Symbol eine 
Substitution darstelle, ist es’ nach § 140 notwendig und hinreichend, 
dass die Determinante 


G0 Uae 

! ! ! 
ab, 6 (mod. 3) 
aie bi, cl! 


von Null verschieden sei; und nach § 142 giebt es 3°(3°— 1) (3? — 3) 
(3° — 3”) Substitutionen. Diese Zahl giebt deswegen die Ordnung der 
Tripelgruppe der 27 Elemente an. 


§ 196. Um die allgemeinen Verhiiltnisse iibersehen zu kénnen, 
ohne durch uniibersichtliche Schreibweise gestért zu werden, nehmen 
wir »=3* und setzen 


$= 
| 215 Foy %yy My BAD, Za Oy egy Sgt Oey 5 00 Ugh +0420 +0425 + Uy eg Hy | 
(mod.:3 Aga 


Ist die Bedingung, dass 

| A,, Oy, &, a 
Ay, by, Cy, Ay 
ds, bs, C3, ds 
Ag, Dy, Cy, Ay 


(mod, 3) 


nicht kongruent Null sei, gewahrt, so stellen die Substitutionen der 
Form s alle und nur die Substitutionen der hier betrachteten Tripel- 
gruppe G von 3* Elementen dar. Es giebt 


yr = 3* (34 — 1) (8* — 3+) (34 — 3) (84 — 3°) 
solcher Substitutionen; 7 ist die Ordnung der Gruppe G. 
Wir heben aus ihr diejenige Untergruppe H heraus, fiir welche 
j= ¢,==0;) d= 
ist. Dann darf d zwei Werte 1, 2 annehmen; d,, d,, d, und a,,... a, 
je drei; die tibrigen Elemente miissen die Bedingung, dass 


A, 01, & 
Gees ie, (mod. 3) 


Az, Os, Cg 
15* 
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inkongruent Null sei, erftillen, Die Anzahl der Substitutionen dieser 
Untergrappe 7 ist somit 2. 3°(38— 1) (38 — 3) G8 — 3%), 

Int q, eine vu dieser Gruppe H gehérige Funktion, so ist die 
Anvahl ihrer Worte nach § 43 gleich dem Quotienten aus der Ord- 
nung der 'Tripelgrappe G und derjenigen der Untergruppe H, d. h. 


Iso gloicl : 
mee Bl 94(B4— 1) (84 — 8) (8*—- 8) (S4— 88) B41 


2, 878% — 1) (38 — 8) 3 — 3%) 9 


Wir werden im viersehnton Kapifel sehen, dass die Auffindung dieser 
Worte von der Lisung einer Gleichung abhiingt, deren Gruppe H, die 
allgemeinato ausgesoichnote, in 47 enthaltene Untergruppe von G ist. 
Diese suchen wir aut, 

Die Morm der Substitutionen von HH, ist 


[Ayer tyr ty Grey bh Oey +e ey tae + ay,... 
ty 2, + by ey + Cy 2y + dye, +a, d2,+0,| (mod. 3); 
ihre charaktoristisohe Kigenschaft, dass die Transformierte von é, durch 


eine beliobige Substitution von G@ dieselbe Form wie 4 besitzt. 
Wir wihlen fiir die Transformation von ¢ 


=| M1) May Mey By Mey %) me — 4% [, 
die Substitution eo! wird dabei 
et Ne | iy May Mey My Bry Say By, MH 2, | 


wad das Produkt w= tie ttihrt e, in 
(a, =a —a@) a, +O,% +e + (d+ a)a, +e, +a, 
liber, Da dies die Horm @’e,+4-e' haben muss, so folgt 
a =d+d,, 6 =0, ¢ =0. 
Hbenso tindet man dureh entsprechende 'Transformationen 
@=0, j=d+d, «&=0, 
@%=0, b=0, 3 = d+ d,, 
so dass die Form der Substitutionen von H, nur sein kann 
yy tarty (A) HAHA, WA, G+) +Qe2,+0,, deta, 


Transformieren wir jetat durch ©, wo 


ORL, ey Roy a ry May My M— A — el, 

| Bey Bey ey Ma My Mey My MARI, 
so tindet sich d= 0, d= 0; hnliche Transformationen liefern @ =0, 
so dass die Form der Substitutionen von H, sich reduziert auf 


Us & + ®&%), ey ey ada, 4 yy dey + Ry dz, 4. Bs, dz, +f. ay | (mod. 3). 


> 
ee 


re 
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Um zu zeigen, dass diese letzte Form auch hinreichend ist, transfor- 
mieren wir ¢, durch w, wobei 

W-*=|24,%5)25,2, a'2,+0'2,4+¢2,4+d'2,+c',..., a2, +bO%,+...+ 04), 
Danach wird die inverse Substitution w selbst lauten: 

sy Oe 0A 

ei (CS (2, — a’) + all (q—a")+...), 


AGA 0A 
e (= (2, — a’) + abl (@—al) +...) 
Wendet man nun wt! transformierend auf t, an und bildet also 
w—'t;w;, so geht z.B.z, der Reihe nach tiber in az,+bz2,+... 
+e, dann in a®(dz,+o,) + 0%(dz,+a,)+..., endlich in 


Wad 164 
ene bidat ]amaLh fate]. 


Ordnet man nach Z,, %, 23, ..-, 80 werden wegen der Determinanten- 
eigenschaften die Koefficienten von 2,, 2, 23, d. h. 


d d 

Feo cg tUO SG +) ale 5g +5 srt) 
d 
f(a 2 a) +80 aie «) 


verschwinden, wihrend der Koefficient von 2, gleich d wird. Das 
Gleiche gilt von 2,, 2%, 2, HH, enthilt also die 2.3* Substitutionen 
der Form #;. 

Die Untersuchungen des vierzehnten Kapitels fiihren, wie schon 
erwihnt, zu den Resultaten: Alle Werte von y, hingen von einer 


ae | “19 oy &3y % 


4 
Gleichung des Grades 3 9 i ab, deren Gruppe die Ordnung 


jah BODOK-DE HOB _ oe 50.06. 5 
T, 2a 
besitzt. Ist dieselbe gelést, so reduziert sich die Gruppe der 
Tripelgleichung auf die Gruppe H,, welche aus den Substi- 
tutionen der Form 
ty =| 215%) 23, % 4% +0,, da, +0,, dégta,, dz,+a,| (mod. 3) 
gebildet ist. Ihre Ordnung 7, ist gleich 2.3% 


Aus H, bilden wir behufs weiterer Reduktion eine Untergruppe d, 
welche alle Substitutionen der Form ¢, enthilt, bei denen «,—0O ist. 
Es sei gy, eine zu J gehorige Substitution. Ist y, bekannt, so re- 
duziert sich die Gruppe H, auf die allgemeinste ausgezeichnete Unter- 
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gruppe von H,, welche in J enthalten ist. Diese Gruppe heisse /1,; 
wir wollen dieselbe zu bestimmen suchen. 
Die Substitutionen + dieser Gruppe miissen die Form haben 


! t ! ! Pl t ! } 
T= | 21) Mp) 85% Ga, +a',, Tata's, Matas, da). 
Nehmen wir ¢, in der obigen Form, so wird 

| 1 1 Ls Les 
tg * = | By %y 2p 2 a (4.—%), ad (# — %), a (23 — 5), aie ,) 


und #,7¢,—1 setzt 2, nacheinander in 

dz,ta,, dd'a+ta,, d'(@¢,—a)+e% 
um; damit das letztere keine Konstante habe, muss @’= 1 sein, Dies 
ist auch ausreichend, und daher besteht H, aus allen Substitutionen 


der Form _ ¢, =| 4,, 2) 83) % +1, 4+) St, %| 


und ist von der Ordnung 3°. 


g, kann aus g, durch Auflisung einer Gleichung abgelei- 
tet werden, deren Ordnung 


ist. Dadurch reduziert sich die Gruppe H, von q, auf die 
Gruppe H,, welche aus den Substitutionen von der Form 
T= | 24) 22% 2q My Oy, Qty, AQHA, >| 
besteht. Ihre Ordnung vr, ist gleich 3° 
In gleicher Weise kann man aus H, eine Untergruppe A durch 
diejenigen Substitutionen bilden, in denen e, gleich Null ist. Es sei 
gy; eine zu K gehdrige Funktion. Ist g, bekannt, so reduziert sich 
die Gruppe H, aut die allgemeimste ausgezeichnete Untergruppe H, 
von H,, welche in KA enthalten ist. Man erkennt ohne Schwierig- 
keit, dass H,'KH,=K, 
dass also H,—< ist. Dann nimmt man weiter eine Untergruppe J 
von H,, in der a,=0 ist u.s.w. Demnach ergiebt sich: 
Bestimmt man der Reihe nach zu den Gruppen 
H,, bestehend aus 1t,= 
A,, ” mn Te | 21) Bay Aq FAM, &, Fy) 2 
die Funktionen 9,, g,, so kann man yon g, zu gy und yon ®s 
zu 9, durch die Lésung je einer Gleichung gelangen, deren 
Gruppe die Ordnung 3 besitzt. Von g, endlich kommt man 
zur vollstandigen Lésung der Tripelgleichung wieder durch 
eine Gleichung, deren Gruppe von der Ordnung 3 ist. 


C4 2 > > > >= > > | 
(817 ay 23, 2% BHA, BQH ag, 2, eI, 


oe 
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§ 197. Statt von der Gruppe von g, hitten wir mit demselben 
Erfolge von derjenigen einer anderen Funktion vy, ausgehen konnen, 
deren Substitutionen die Form 
O15 255 M5) 2% + O,%, + 625 4+ dy 24+ Ot, by 2 + Cy ey + Ayes + O%, 

: C23 + 324+ 03, Uye,+ %| 
haben. Die Methode des vorigen Paragraphen zeigt, dass die um- 
fassendste ausgezeichnete Untergruppe der Tripelgruppe G, deren Sub- 
stitutionen von der Form 6 sind, mit der Gruppe H, des vorigen Pa- 
ragraphen identisch ist. Eine solche Funktion yw, lasst sich leicht 
bilden. Es giebt in T,) drei Tripel, welche zusammen alle neun Ele- 
mente enthalten: 
As) (OG 107 20) nOls AAs 21) (02.712) 22). 
Schiebt man bej der Bildung von T,) hinter jedes dieser Tripelelemente 
0,1, 2, so erhilt man 9 Tripel, welche zusammen alle 27 Elemente 
enthalten: 
ag 100, 200), (010, 110, 210), (020, 120, 220), 
A,) (001, 1015-201), (011,111, 211)-—(021, 121, 221), 
| (002, 102, 202), (012, 112, 212), (022, 122, 222). 
Die gleiche Bildung fiihrt bei »=3* auf 27 Tripel A;), welche zu- 
sammen alle 81 Elemente enthalten. # 

Wir verstehen jetzt, wie oben, unter (p,q,7) eine symmetrische 
Funktion der eingeschlossenen Elemente; dann liisst sich beweisen, 
dass jede symmetrische Funktion, welche (bei » =3*) jene 27 Tripel 
A,) zu Elementen hat, zur Gruppe der 6 gehort, z. B.: 

wv, = (0000, 1000, 2000)+...+ (0220, 1220, 2220) 
+ (0001, 1001, 2001)+...+ (0221, 1221, 2221) 
+ (0002, 1002, 2002) +...+ (0222, 1222, 2222). 
In der That wird jedes o die Gesamtheit der Tripel einer Zeile, weil sie 
den gleichen letzten Index haben, in die Gesamtheit der Tripel einer 
anderen Zeile, bei denen ja dasselbe stattfindet, iiberfiihren. Ist durch 
die Angabe von 2, und d,z,+ a, die Reihenfolge dieser Umwandlungen 
bekannt, so darf fiir die einzelne Zeile 2, als konstant angesehen wer- 
den, und, statt den aufgestellten Satz zu beweisen, brauchen wir nur 
zu zeigen, dass die aus A,) gebildete symmetrische Funktion 
4, = (000, 100, 200) +...+ (020, 120, 220) 
+(001, 101, 201)+...4+(021, 121, 221) 
+ (002, 102, 202)+...+ (022, 122, 222) 
zu der Gruppe der o' gehért, welche die Form haben 
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O' =| 21,2, ey a8 fur ahe oh tit ty bey, by 2 ty tata ay) Cyay + ay | 
(cr!, = 0 +e, Oly ty tye, O's — Oty + Gy), 

Dies ist dieselbe Frage fiir drei Indices, welche oben fiir vier su be- 
weisen war. Dieselbe Reduktion gilt auch hier; so kommt man auf 
zwei und auf einen Index und dabei ist die Richtigkeit ersichtlich. 

Sind alle Werte von y, bekannt, so redusiert sich die Tripel- 
gruppe auf die durch die Substitutionen 4 gebildete Gruppe 1, der 
Ordnung 2.3* (§ 196). Wir bestimmen die Anzahl der Werte yon ¥. 
Transformiert man ¢, durch irgend eine Substitution von G, so wird 
das Resultat die Eigenschaft von @, teilen, alle 3* Hlemente in 27 
a de zu enthalten. Die Gruppe der o enthiilt, weil a, dy, a, a 
nur = 1,2 (mod.3) sein diirfen, wiithrend man die iibrigen vehn Kon- 
stanten willkitrlich annehmen kann, 2'.3'° Substitutionen; da die Ord- 
nung von G gleich ‘ 
3¢(34— 1) (3*— 3) (3¢— 38°) (3¢— 38) = 3° (34— 1) (88§— 1) (8 — 1) 8 — 1) 
ist, so hat a, 

(8*— 1) (3 — 4) ies HES— 


= 40.18.4 


Werte, wiihrend g, deren nur 40 besass, Es verdient bemerkt vu 
werden, dass die Gleichungen fiir ¢, und fiir @,, trotedem die eine 
vom Grade 40.15.4, die andere nur vom Grade 40 ist, durch ihre 
vollstiindige Autlisung die Tripelgruppe auf dieselbe ausgeseichnete 
Untergruppe H, reduzieren. Den Grund hiervon haben wir schon 
oben angedeutet; spiiter werden wir die einschlagenden Verhiiltnisse 
genauer betrachten. 

Wir gehen von diesen allgemeinen Untersuchungen zu dem Spesial- 
. falle n = 3°, der eine vollstiindige algebraische Auflisung suliisst, tiber. 


§ 198, Fiir neun Elemente giebt es nur ein Tripelsystem, wie 
die wirkliche Bildung sofort zeigt. 


Man kann folglich unser bisher behandeltes System fiir » = 9 als 
das allgemeine ansehen. 


Hierbei werden die beiden Fanktionen @, und gy gleichwertig 
und zwar wird die Anzahl dieser Werte gleich 4. Es hat & die Form 
v, = (00, 10, 20)+ (01, 11, 21)+ (02, 12, 29) 
und die tibrigen drei Werte dieser Funktion sind die folgenden: 

¥, = (00, 01, 02) + (10, i 12) + (20, 21, 22), 
Ys (00, 12, 21)+ (2, 1, 20) +(01, 10, 2), 
¥e= (00, 11, 22)+ (01, 12, 20)+ (02, 10, 21), 
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Diese vier Werte kénnen durch die vollstindige Auflésung einer Glei- 
chung des vierten Grades erlangt werden. Wir wollen annehmen, 
dass diese Lisung bewerkstelligt ist und die Funktionalwerte ,, w., 
3, , bekannt sind. Wir haben nun zu setzen i 
%1={2—[00, 10, 20]} {2—[01, 11, 21]} {z—[02, 12, 22]}, 
te = eras 01, SE e119; kb, Lg aee tet) 21, a 


[00, 10, 20] — a Ti Zap) (w- rd ty o) (u 76 Zan), 
[O1, 11, 21] = (u— 2%) (u— %3) (WU — 2), - 
[00, O1, 02] = (wu — qq) (th — Ho) (U — Xp), 
[10, 11, 12)= inte 0) (u — B44) (u— a) 


Dann ist y, Proce Aaah ae VP Pictal ne fy u. 8. W.  duneralipend 
Hs werden 7,, %,-.- ganze Funktionen vom dritten Grade in 2; setat 
man dieselben seek Null und lést die entstehenden Clocnicen 
Li =0 Tag O05 Lies 
so erhilt man ihre Wurzeln; diese sind Funktionen dritten Grades 
in u. An Substitutionen, welche z. B. [00, 10, 20] ungeiindert lassen, 
giebt es nur diejenigen drei, welche die Tripelelemente 00, 10, 20 
untereinander umsetzen. Nach der Loésung der beiden Gleichungen, 
von denen die eine 7, die andere z liefert, wird die Gleichung neun- 
ten Grades reduktibel. Sie zerfallt in drei Faktoren dritten Grades, 
welche, wie die Gruppe H, (§ 196) zeigt, Abel’sche Gleichungen liefern. 
Die Berechnung der Wurzeln kniipft man besser an die Auflésung 
der beiden Gleichungen dritten Grades 


ha 07 ota O51) 
von denen die erste die Werte von 
1) (UU — qo) (U — Xo) (U — Xaq) 
2) (1 — pq) (U — Ly) (UW — Xp), 
3) (U — Hog) (U — 4p) (6 — oq), 
und die zweite diejenigen von 
4) (U— Loo) (U — Lo) (U — Lop), 
5 (U — Xo) (u — Hy) (U— Xp), 
6) (U — qo) (tb — Bay) ( — Lop). 


Die Koefficienten dieser sechs Ausdriicke sind rational bekannt. Be- 
stimmt man jetzt die gréssten gemeinsamen Teiler von 1), 2), 3) mit 
4), 5), 6), so erhalt man alle neun Wurzeln 

Zooy L149) oy als gemeinsame Teiler von 1) mit respektive 4), 5), 6), 
Xo M1, te» ” ” »n 2) » » 4), 5), 6), 
Loy V9 “22 » ” ” » 3) » ” 4), 5), 6). 
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Lehvaatay V, Die Tripelgleichung neunten Grades ist alge- 
brainch Ibaban Nach dev Aufl8sung einer Gleichung vierten 
und einer Gleichung dvitten Grades gerfillt sie in drei ra- 
tionale Baktoven dritten Grades, welehe simtlich Abel’sche 
Gloichungen aind, Die neun Warseln kénnen durch die Auf- 
lOaung einer Gloichung vierten und sweier Gleichungen drit- 
ten Grades gefunden werden, 

S$ TNO In onger Verbindung mit diesem steht das folgende 
Theorem; 

Lehraata VI, Wonn eine irreduktible Gleichung neunten 
Gryadea so beachatten iat, dass drei ihrer Wurgeln in einer 
durch die folgenden dvei Gleichungen ausgedriickten Bezie- 
hung atohen 

@y = O(a, Hy) =O (ay, ey), =O (ay, wy) =O (@, &), 
Wy =O (wy, &) = O(a, ey), 
in welohen Qeine rationale Funktion ihrer beiden Argumente 
bedeutet, ao ist diese Gleiohung algebraisch auflisbar. 

Wir betrachten die Gruppe der betreffenden Gleichung., Sie ist 
tranaitiv; aie ersetat die dvei Wurseln a,, @,, ©, durch drei andere, 
awischen denen dieselben Resiehungen statttinden, wie zwischen 2, 
Wy, a Die neven Wargeln migen a’), ay, ay sein, 

Stimmen dio beiden Systeme in awei Wurseln tiberein, dann auch 
in der dvitteny denn aus a —a'), a —e', folgt 

wy =O (a, &y) = 8 (Ce, &) = 8, 
wid wilren a’), ay mieht der Ausdruck ftir dieselbe Wurzel, so wiire 
die QGleichung, da sie gleiche Warseln besiisse, nicht irreduktibel. 
lat wy eine vor a, ay, ty verschiedene Wurzel, so giebt es Sub- 
atitutionen, welehe w, in wy bertiihvens bleibt dabei keine der Wur- 
aely ungellndert, so erhalt man ein neues System a, &5, 2&3 bleibt 
dagegen eine Wursel, a Bo ay, ungeiindert, so erhilt man als neues 
System vy, @y, & Geht man in derselben Weise weiter, indem man 
die moghechen Wirkungen der Substitutionen untersucht, so erkennt 
man, dass alle Warseln sich in das Tripelsystem von neun Elementen 
ointligen, und dass die Gruppe der Gleichung daher eine Untergruppe 
der im vorigen Paragraphen besprochenen Gleichung ist. Sie ist also 
algebraisoh shar (vergh das Mnteehnte Napitel). 

Ks ist bekannt®, dass die neun Intlexionspunkte, welche eine 

ebene Nuvve dvitter Ordnung besitst, eu je drei und drei auf geraden 


© O Moawe: Orolle’s Jounal MAVIL, S68; MAXTV, S. 191, — Salmon: Crelle’s 
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Linien liegen. Derartiger Linien gicbt os zw6lf, von denen je vier 
durch jeden Inflexionspunkt gehen. Je drei der Inflexionspunkte bil- 
den also ein derartiges Tripel; sodass durch zwei Mlemente desselben, 
die beliebig gewithlt werden kénnen, das dritte Mlement bestimmt 
ist. Die Abscissen oder die Ordinaten der neun Inflexionspunkte sind 
demnach die Wurzeln einer Gleichung neunten Grades mit Tripel- 
charakter, und die Gleichung ist algebraisch lésbar, Die Gleichung 
steht daher unter dem Geschlechte der in § 19% behandelten, Wir 
kénnen sie aber auch in Beziehung zu den eben besprochenen setzen. 

Es kann niimlich auch bewiesen werden, dase, wenn 4, %, Ly 
die Abscissen oder die Ordinaten dreier konjugierter Inflexionspunkte 
sind, dann 

yO (Hy, Hy), yO (ty, Ly), By O (ay, %) 

wird, Hierin bedeutet § eine rationale in ihren beiden Argumenten 
symmetrische Funktion. Die Beweise flir diese Wigentlimlichkeiten 
tibergehen wir, da dieselben fernliegenden Gebieten angehoren. 


Dreizehntes Kapitel. 
Uber die algebraische Auflésung der Gleichungen. 


§ 200. In den letzten Kapiteln sind verschiedene Gleichungen 
behandelt worden, die infolge charakteristischer Bezichungen ihrer Wur- 
zeln zu einander eine Anwendung der Theorie der Substitutionen er- 
moglichten. Jene Beziehungen waren von vornherein gegeben, und 
dieser Umstand erméglichte unsere Schitisse. 

Bei allgemeinen Fragen dieser Art macht sich aber ein Zweifel 
geltend, der, wie schon frtiher angedeutet wurde, zuerst beseitigt wer- 
den muss, wenn eine Verwendung der Substitutionentheoric bei all- 
gemeinen algebraischen Fragen gestattet werden soll, Die Theorie 
der Substitutionen kntipft lediglich an rationale Funktionen der 
Gleichungswurzeln an: treten daher bei der algebraischen Auflésung 
von algebraischen Gleichungen irrationale Wunktionen der Wur- 
zeln auf, so befinden wir uns auf einem Gebiete, in dem von Substi- 
tutionen tiberhaupt keine Rede mehr sein kann, Die Mntecheidung 
der hierdurch aufgeworfenen prinzipiellen Wrage kann nattirlich nur 
auf algebraischem Wege moéglich sein; die Anwendung der Substitu- 
tionentheorie wiirde eine petitio principii eingchliessen. Ke kann da- 
her, um nur einen speziellen Vall hervorzuheben, ein Beweis flir die 
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Unauflisbarkeit allgemeiner Gleichungen von héherem als dem vierten 
Grade durch rein substitutionen-theoretische Argumente nie geliefert 
werden. 

§ 201. Bei algebraischen Fragen ist vorerst das Gebiet fest- 
zustellen, innerhalb dessen die zugehérigen Groéssen als rational an- 
gesehen werden sollen. 

Wir nehmen an, dass alle rationalen Funktionen gewisser ge- 
gebener Grossen ft’, Rt’, R'",... mit ganzzahligen Koefficienten den 
Rationalitatsbereich (R', KR”, Rl”, ...) konstruieren.* Fiihrt man 
unter irgend welchen Elementen dieses Bereiches die Operationen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, oder der Erhebung 
eines der Elemente in eine ganzzahlige Potenz aus, so wird das Re- 
sultat noch demselben Rationalititsbereiche angehoren. 

Die Ausziehung von Wurzeln wird im allgemeinen solche Resultate 
geben, welche ausserhalb des Rationalitatsbereiches liegen. Wir koén- 
nen uns bei der Ausziehung von Wurzeln auf die Anwendung von 
Primzahlen als Wurzelexponenten beschrinken, da eme m.n* Wurzel 
durch die m** Wurzel aus einer n‘*" ersetzt werden kann. 

Alle diejenigen Funktionen von fi’, ”, #'",..., welche nur durch 
ein- oder mehrfache Wurzelausziehungen aus den rationalen Funktionen 
erlangt werden kénnen, fasst man unter den Begriff von algebrai- 
schen Funktionen zusammen, die zum Bereiche (R', KR", RW", ...) 
gehéren. Der erste Schritt von den rationalen zu den algebraischen 
Funktionen besteht demnach in der Ausziehung einer Wurzel mit 
Primzahlexponenten aus einer rationalen, ganzen oder gebrochenen 
Funktion F,(%', #",...). Die erhaltene Grésse sei V,, so dass 

Vo? = EGR ea) 
wird. Wir wollen unseren Rationalitiitsbereich jetzt dadurch erweitern, 
dass wir ihm die Grésse V, zuordnen, adjungieren. Wir erhalten 
demnach von jetzt ab (V,; Ri’, #", R'",...) als Rationalitatsbereich, 
d.h. es gelten uns alle ganzen oder gebrochenen Funktionen von V,, 
R’, I”, KR", ... als rational. Dieser Bereich umfasst den friiheren. 
Mit dieser Erweiterung geht eine Erweiterung der Reduktibilitat Hand 
in Hand. Wenn z.B. in 2% — p(h!, R", R'",...) die ganze Funktion 
g so bestimmt ist, dass sie keine vollkommene p,‘* Potenz bildet, so 
ist im Bereiche (', Rt", R",...) die Differenz 2*—q irreduktibel; 
nimmt man dagegen V;' = 9, so ist in dem Bereiche (V,; 8, R", R",...) 


* L. Kronecker: Berl. Ber. 1879, S. 205 figg.; vergl. auch: arithm, Theorie d. 
algebr. Gréssen. 


OT es 


~~ 
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die Differenz «”— zerleghar, da sie den rationalen Vaktor z—V, 
besitat, 

Den neuen Bereich kénnen wir durch Auszichung einer aweiten 
Wurzel mit Primzahlexponenten verlassen; wir bilden eine beliebige 
rationale Funktion J/,~,(V,; W,",...) und bezeichnen die py” 
Wurzel mit V,—1, so dass also 

dere aw Fyng( Vo Oh OY gered 
wird, V, ist nicht notwendig in J’, enthalten, nur darf IM, , nicht 
in V/"—! oder V,_1 im Rationalititsbereich (V,; 8’, K",...) enthalten 
sein, Adjungieren wir jetzt V,—1, #0 erhalten wir einen erweiterten 
Rationalititsbereich, nimlich (V,—1,V,; 8, 9",...). Abnlich bilden 


ee nV Fit we Belg Vi VA Ws HER", 2.), 


Vit 9 am By 9 (Vy ng) Vents Voy Oey We yee), 
VE me Bi V5 V 55:00 V5 WH, iN, Ns 
dabei bedeuten die /, I,,... My rakionale Wunktionen der ein- 
geklammerten Grossen, die p,, py,++-Pv—z Primzahlen. 

Ist also ein algebraischer Ausdruck vorgeleyt, wo kann man den- 
selben nach dem angefiihrten Schema darstellen, indem man ibn genau 
so behandelt, wie man einen solchen, der nur Zahlengréssen enthat, 
bei der Ausrechnung behandeln wiirde. 

§ 202. Die I”, kénnen, wenn es nétig oder praktiach erecheinen 
sollte, derart umgeformt werden, dass sie in Vo44, Vasas-.. Vv Gans 
und nur in den Wt’, Wt’, Ht”, ... gebrochen wind, Hithe man z. B, 
H, — CoA} Vapi t Gy Vartbes 

Hy+ Hy, Voor +H, Virrt. 
wobei alle G,, G,, ...5 Hy, H,,... rational in ae Vaitheby cr Vek 
WR, KR", ... sind, so moge mit w,+4, eine primitive py.” Bin- 
heitswurzel bezeichnet werden. Dann ist 
j—~1 


f+ iAP A A Ae 


Via 


P) 


ganz und wyiinloteigel in den Wurzeln von 


Vi = c Bt Vgeas one Vis WH’, wt", WR”, ree) 
und daher rational und ganz in den Koefficienten dieser Gleichung, 
dh. in #44; und rational in H,, Hy, H,,..., 4h. in Viegas oo Vos 
W, WR’, RK", ... Daraus folgt, dass das Produkt P) eine rationale 


Funktion von Vi42,... Vi; WY, RY, W",... wird, Verner wird 
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Pet 1—} 


P,) | [H+ Hy Ve41 0041+ Hy Vey roe te.) 
1 


. . . ! " : — 
ganz in Vyi4, rational in Vo+e,... Vr; W, RY,...5 umd da es sym 
metrisch in den Wurzeln von 

vPat1— 1 j 

Se ete ePe+1—1t gPati-2®+...-a+1=—0 

x—1l 

ist, so fallen aus P,) die Potenzen von @.4; heraus. Hrweitert man 
daher den Ausdruck von J’, mit P,), so erhilt man fiir den Nenner 
r : . 7 aul alli . 
eine rationale Funktion von Vo42, Vaps,... V3 W, RY,..., mit wel- 
cher man in die einzelnen Summanden des Ziihlers hineindividieren 
kann. Dadurch erhilt man die Umwandlung 


E,=dSy4d, Vesa +d, V eas Fees, 


worin alle Koefficienten Jj, J,,.-. rationale Funktionen von Vos, 
Va+s,--. Vi; RW, ... sind. Sollten in dieser Reihe hdhere als die 
(po+1— 1) Potenzen von Vg41 vorkommen, so kann man dieselben 
mittels der Definitionsgleichung fiir Vo41 wegen 


D 7: 2 r2 
Veet = Posi, yeu faci Pedas ve hl = Foti Va+t, Soh, 


a 


entfernen, so dass 


Fy=IytF Vapi tSyVapete. +I py 4 iV eate 


gesetzt werden kann. In zweiter Linie werden jetzt die einzelnen 
Koefficienten J ebenso umgeformt; sie kénnen in V’,4.9 gebrochen sein; 
durch geeignete Krweiterung ihrer Bruchform wird jedes der J in eine 
rationale Funktion von Vg43, ... Vi; #, RR")... und in eine ganze 
bis zur (pa+2-—1)*" Potenz aufsteigende ganze Funktion von Vo49 
umgewandelt u. s. w. 

Man kann die so erhaltenen Ausdriicke noch derart wmgestalten, 
dass der Koefficient, welcher zur ersten Potenz der letzteingefiihrten al- 
gebraischen Irrationalitit gehért, gleich der Hinheit wird. Um den Be- 
weis hierfiir zu geben, muss aber zuniichst ein Hilfssatz abgeleitet 
werden, welcher auch bei der Untersuchung der Form der Wurzeln, die 
auflésbaren Gleichungen eigentiimlich ist, vielfache Verwendung fin- 
den wird.* i 


§ 203. Lehrsatz I. Sind f,, f,,... fp—1; FW rationale Funk- 
tionen innerhalb eines bestimmten Rationalititsbereiches, 


* Abel, Oeuvres compl. II, 196, hat den Satz zuerst ausgesprochen; Herr 
L. Kronecker hat ihn in seiner vollen Bedeutung (Berl, Ber, 1879, 8. 206) hingestellt, 
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so folgt aus dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Glei- 
chungen 


A) fothwtfurt+...tf,-10!—1=0, 

B) w? — Ff om (), 
entweder, dass eine der Wurzeln von B) demselben Rationa- 
litatsbereich angehort, wie fj, /,,.-- fp—1; I’, oder dass f,—0, 
f,=0,-.. fp—1=0 ist, 

Der grésste gemeinsame Teiler der Polynome in A) und B) wird 
als Koefficienten der héchsten Potenz von w die Kinheit besitzen; er 
heisse } 

Pot PW QU? + ...+- QW +. 
Dieser wird, gleich Null gesetzt, » Wurzeln von B) liefern; bezeichnet 
man daher eine von ihnen mit w, und eine primitive p” Hinheiteawurzel 
mit o,, so sind alle diese » Wurzeln in der Form 
Wy, Dp™Wy, OP Wy, Of Wy, oe, 
darstellbar. g, ist, abgesehen vom Vorzeichen, ibr Produkt 


Py = EW," Oy’. 


Da p eine Primzahl ist, so kénnen wir zwei Zahlen wu, v finden, ftir 


welche rey ee te 


und also b= pud +vv6 


wird. Trigt man diesen Wert von 0 ein, so wird 


Ht Py = Wy" Dy? VO F197? cae 1,7 Gy"? = (W, 0,”")", 
mi * o0t—pu —ay OL nme a eo Vem Uf 
» (EG)? = (WH, 0,798” = Wy"? Wy?" WI, "9, H, 


to, o,f? = F*. (4 gy) 


eine Wurzel w,o,’’ von B) gehort also dem festgelegten Rationalitite- 
bereiche an. 

Dies tritt nur dann nicht ein, wenn ein grosster gemeinsamer 
Teiler nicht vorhanden ist, trotzdem aber A), B) gleichzeitig bestehen, 


wenn also 
fy=9, hi =(), see fps j == () 
wird. 
§ 204. Wir wollen von diesem Satze fiir die angedeutete Re- 
duktion (§ 202, Schluss) von 
Fe=Iyt SF, Vapit Jy Varstee + Spy 4 1 Vast 


Gebrauch machen. Ist J, irgend einer der Koefficienten J,, J,,... 
welcher nicht verschwindet, so nehmen wir 
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A,) Wasi —dy Viz =0; 
B,) sa eb 


und setzen als Rationalititsbereich 
(Vate2, Vas, --» Vo; 9, HM", ...3 Wats) 
fest. Dann ist zufolge des obigen Satzes entweder Wz41—0, J,—0O oder 
C,) Vori=R(Wa+1, Vato; ries Vs ie ie sh 
Die erste der beiden Annahmen steht im Widerspruch zu den Voraus- 
setzungen. Hs muss daher die zweite giltig sein; folglich kann man 
in den Ausdruck von fF’ statt Va4, die Funktion W,4, einfiihren, 
welche so beschaffen ist, dass (Va41, Ve+o,..- Vi; KR’, R", ...) und 
(Wa+1, Va+2,--. Vi; ', KR", +...) denselben Rationalitatsbereich 
konstituieren, wie aus A,) und C,) folgt. Es wird zudem 
Ve oe ee ei Do41(Va+2, Vats,++- Vr; R, HR", +), 
so dass, wenn man an Stelle von B,) diese Definitionsgleichung in 
die Reihe der Irrationalititen einfiihrt, die Werte Va, Va—1,... Vy 
nicht geaindert werden, und man setzen kann 
Fy =Iyt+ Wapit Ly Wepit LyWepit...+ Lp, 4-1 Weatt 
Die Bestimmung der Koefficienten geschieht durch 
+ Wapimdy Vets 
4#A=Q2Parita! (a! <pa+1) 
WO GiPa+i das grésste in «A enthaltene Vielfache von p.+41 bedeutet, 


so wird 2 Remon , 
Wats = (Je Fo41) Vor, 
Jy 


Aq I 
by ae 


Ist jetzt 


F 
JuVe4i= Weti= Li Wop 


Da die Reste von 
%, 24, 3x, ...(Poti—1)% (mod. po41) 


simtlich unter einander verschieden sind, so liefert diese Methode vél- 
lig eindeutige Bestimmungen fiir die L. 


§ 205. Wir gehen jetzt zu der Form der Wurzeln algebraisch 
auflésbarer Gleichungen iiber. Gegeben sei die Gleichung 
1) f(@) =" 
welche algebraisch auflésbar sein soll. Es heisst dies: von dem Ra- 
tionalititsbereiche (Mt', Rt", M'", ...) aus, in welchem sich jedenfalls 
die Koefficienten der Gleichung 1) befinden, kann man durch alge- 
braische Operationen, also durch Addition und Subtraktion, Multi- 
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plikation und Division, Potenzieren und Radizieren mit Primzahl- 
exponenten, die aber nur in endlicher Zahl zur Anwendung kommen, 
za den Wurzeln von f(z)=0 gelangen. Eine dieser Wurzeln ist 
daher durch ein Schema darstellbar: 
VV? —F, (HR, i", ", hs 
Vie = By (V5 R', KR", HI", 33 
Vi = Fs V1, Vi; RH, HR”, R”, s+) 
Vel | View Van cecil ys tes Ue Ut ta cols 
=G)+G,Vi,4+G,Ve+...+G, Vt, 
wo die G), G,,... Gp—1 ganze Funktionen von V,, V,, ... Vy und 
rationale Funktionen von ', R", KR!’ ... sind. G, hun gleich Kins 
angenommen werden (§ 204). 


Durch Potenzieren und durch Reduktion der Potenzen von J’, 
welche einen Exponenten > p,—1 haben, kann man fiir jedes » zu 


r= GS 4 GOV, 4-462 02 +...4+-4G0_ 72 

gelangen, Setzt man diese Werte fiir %, %%*,...%” in 1) ein, so 
entsteht 

A) fe )= y+ HV, AAV +..-bH,aiVi ~=0, 
und andrerseits ist die Definitionsgleichung von V, 

B) Ve AL AV 3 ce¥as ces) oe 
Wendet man auf A), B) den Lehrsatz I) an, so treten zwei Méglich- 
keiten auf: entweder ist eine Wurzel von B) rational in dem Rationa- 
litiitsbereiche (V,, Vs, ... Vi; ®', R", ...), oder es sind 

H,=0, H,=—0, Ae=0-... A,—1=0, 
Beide Falle kénnen wirklich auftreten: im ersten Falle kann dann 
aber das Schema, mittels dessen man zu 2, gelangt, dadurch verein- 
einfacht werden, dass man die Gleichung 
i =F, (V,, Vs, ++) 
einfach unterdriickt und nur die »,‘*" Kinheitswurzeln zum Ratio- 
nalitatsbereiche hinzunimmt. 
§ 206. Als Beispiel fiir diesen Fall diene die Gleichung dritten 

Grades f(a) =23—3ax—2b=0. 
Es ist 


=Vi+VP—a+Vo—Ve—a. 
Diesen Panel Ausdruck kann man folgendermassen schema- 
tisieren 


Netto, Substitutionentheorie. 16 


° 
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V2=0? —a’, 
V,2=b4Vs, 
Vigerlbe Vy; 
Ly =Ve+V,. 
Dann wird der Ausdruck von f(%) folgender sein 
gf (%)=— 4a Vig 7 a) Vito. VA Os 


vergleicht man dies mit 


V2—(6—V,)=0 
und bestimmt V, aus den beiden letzten Gleichungen, so erhilt man 
a(b+V,)—a? V,+(6— Va) Vat 
a@+(b+V,)V,—aV," 

so dass also V, bereits in dem Rationalitiitsgebiete (V,, V,; a, b) 
enthalten ist. Macht man nun zuerst V, ganz in V, nach der Methode 
von § 202, so ergiebt sich wegen 
[a?+(6+V,) V,0—aV,? 7] [a?+(b+V;)V,o?—aV,?@| = 2b (b+V,) (a+V,"), 
fa? + (04+ V5) Va —aV5"| [20(6+V5)(@+V,*)] =[200+7,)), 
[a (b+ V,)—a?V,+(b— V3) V,?] [2b(0+V,) (a+ V,)| = 4ab? (b+ Vz) Vi, 
wo @ eine primitive dritte Eimheitswurzel bedeutet, 
4ab*(b-+V;,)V,* __ aV,? 

4P(b+V,)  d4+7, 


ar 


V,=- 


V= 


‘Entfernt man V, aus dem Nenner durch Erweiterung mit b—V,, so 


wird 


Va Vs V,2, 
ak, fae Ve. 


§ 207. Wir kehren zu den Betrachtungen von § 205 zuriick und 
untersuchen den zweiten méglichen Fall. In 
f (Xp) Th Hy F Hi, V, -F A, v eis 5 1 rie 
H,=0, H, =0, H, =0, .., Hy.—1=0. 
Denken wir uns die Ausdriicke 
= Got GV, 0.” + GV? a2*+...Gy, 1 Virb, — (x=0,1,...p,-1) 


seien 


gebildet, in welchen ow, eine primitive Wurzel der Einheit sein soll 
so folge 


eo Ee GOV. ai + GY, BS +4 9 V3 ea, 
f(x) = Hy + H, V0, + A, V,202+...+ Ay, —1 V1.9, —D2, 


p] 
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Unseren Voraussetzungen nach ist auch dieser Ausdruck =O, d. h. 
x, 1st gleichfalls eine Wurzel von f(z)=0 fir x=0, 1,...p,—1. 
Im Beispiele der Gleichungen dritten Grades 
x? —3an—2b=0 
werden demnach, wenn wir durch die Wurzelform 


b— Vs 


die erste der beiden Méglichkeiten pita 
b— ed 


V7 0" 


vw, = Vi@-+ 


’ wayaee 
ged ene! 
L, = Va" Ti —;= V,'a 


die beiden anderen ell een 


§ 208. Es sei nun, was nach § 204 erlaubt ist, G,—1 gesetzt, 
dann findet man durch lineare Kombination der p, Gleichungen fir 
Ekg «5, Net 

L=G,+G6,V,4+G6,V?2+...4+G,,-Ve—, 

Bes Gi Us need ig oe asa aw—}, 


ener We Ate 144, V20 MODs A Oh iV EE 


1S 
G,V,=V,=— Y: Ly? 
P; t=0 
Die Irrationalitit V, ist demnach eine lineare Funktion der Wurzeln 7, 
Ly, +++ L,—1, sobald man die Einheitswurzel w, dem Rationalitats- 


bereiche zuordnet. 


§ 209. Denkt man sich in dem Ausdrucke 
1 Para 
y aa 2," i | 

alle Permutationen der die Gleichung f(7)=0 befriedigenden Wurzeln 
gemacht, so ist das Produkt aller dieser Ausdriicke eine ganze Funk- 
tion von y, deren Koefficienten symmetrische Funktionen der # und 
daher rationale Funktionen der Rt’, $”, 3”, ... sind. 

Bezeichnet man diese Funktion mit p(y), so besitzt die Gleichung 


gy (y) =9 
die Wurzel 


7" 
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mre i 
y= ( ae" HEM, “)" Vm BV, Payee Fis SRY RY, NM) 
ee es | 
o Ly tL Vat EV + tn 
wo wir 2, wieder gleich Kins setmen ditrfen, Man kann auf @(y)=0 
mit der Wureel gy dasselbe Verfahren anwenden, welches in den 
$$ 205, LOT auf fo) =O mit der Wursel 4) angewendet wurde, Das 
Resultat wird sein, dass entweder Vy in der Rethe Vy, Pyoiy ... Vy 
VL, Vy getilgt werden kann, oder, wenn man sich die Reihe bereits 
in dieser Weise geliintert denkt, dass 
Xo 
Le weer) 
wird, wo wir unter @, eine primitive a. Warsel verstehen,  Jedes 
der Uy entsteht ans ¥ durch gewisse Substitutionen unter den a, a, 
aaa} also ist Vy eine ganze rationale Fanktion von Wareln you 
P(e) =—0, falls man die Grissen @,, @, sum Rationalitiitsbereiche hin- 
amine, 

In der dargelegten Weise Aihrt man fort and gelangt ga dem 
Resultate: 

Lehrsata I, Die einer auflisbaren Gleichung fw) =0 ge- 
niigende explicite algebraische Funktion a ist als gange 
Funktion einer Reihe von Grissen 

Vs Riles Peete 
darstellbar, deren Kooffieienten rationale Funktionen der 
Grissen RH, RN’)... sind; die Grdssen Vy sind einerseits ganze 
Funktionen von Wuraeln der Gleichung /(@)=0 und von War- 


A Yay" 


zeln der Kinheit; andererseits werden sie durch eine Kette 


von Gleichungen 
Vie FY, (Vex Xs Var Dy vas Vy R, Rr", Re . A) 
bestimmt, In diesen Gleichungen sind p, vad Primaahlen;: 
y y 


BY, By, a. BY sind ganze Funktionen der eingeklammerten 


und rationale Funktionen der Grdssen N,N)... welehe den 
Rationalititsbereioh konstituieren, 


§ PLO, Dieser Sats gewahet die Miglichkeit der Verwendung vou 


Substitutionen-theoretischen Betrachtungen bei algebraischen Unter — 


suchungen; er Hefert den Beweis fly den Fandamentalsate: 


Lehrsats TT, Die allgemeinen Gleichungen von hdherem 
als dem vierten Grade sind nicht algebraiseh aufldsban 


a 
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In der That, wiren die » Gréssen #,, 2,,...4,, welche im Falle 
der allgemeinen Gleichung von einander unabhiingig sind, algebraisch 
durch die Si’, Ki", R", ... darstellbar, die wir als mit den Koeffi- 
cienten der Gleichung zusammenfallend annehmen kénnen, so wiirde 
die zuerst einzuftihrende Irrationalitiit V, die p,'° Wurzel aus einer 
rationalen Funktion der ’, Rl", RW"... sein. Bedenken wir, dass V, 
eine rationale Funktion der Wurzeln ist, so zeigt sich, dass V,, als 
eine p,-wertige rationale Funktion von @, %,...@,, deren p,"° Potenz 
symmetrisch wird, mit der (Quadratwurzel aus der Diskriminante zu- 
sammenfallen und p, = 2 sein muss (§ 57). Adjungieren wir diese Funk- 


tion V,=V4 dem Rationalitiitsbereiche, so umfasst dasselbe alle ein- 
und alle zweiwertigen Funktionen der Wurzeln. Will man einen wei- 
teren Schritt zur Losung der Gleichung thun, was notwendig ist, wenn 
n>2angenommen wird, so miisste eine rationale Funktion V,—, der 
Wurzeln existieren, welche 2.,—,-wertig, deren p,—1"° Potenz da- 
gegen zweiwertig ist. Hine solche Funktion giebt es aber fiir n> 4 
nicht (§ 59); folglich liisst sich das Verfahren, welehes zu den Wur- 
zeln fiihren k6énnte, nicht weiter fortsetzen. Die allgemeinen Gilei- 
chungen von hoherem als dem vierten Grade sind daher algebraisch 
nicht lésbar. 


oa 


§ 211. Wir kehren zu der Horm der Wurzel einer auflosbaren 
Gleichung ; 
Ly = Got+V, f+ OnVe -- oe e+ Apap ANS als 
zuriick. Wir sahen bereits, dass die Kinsetzung von 


V,o,* statt V, 


auf neue Wurzeln der Gleichung fihrt. Diesen Satz kann man ver- 
allgemeinern, Wir setzen dabei voraus, dass das Schema, welches 
auf #, fiihrt, schon nach Méglichkeit reduziert sei, so dass nicht etwa 
ein V, bereits im Rationalitiitsbereiche von (Va+1, Vote, ..» Vo; W, 
KR, KR", ...) enthalten sei. Dann zeigen wir: 


Lehrsatz IV. Multipliziert man in dem Ausdrucke von a 
irgendwelche der Gréssen V,, V,, V;,... beliebig mit ent- 
sprechenden p,*, p,', p;°" Wurzeln der Kinheit 0%, 04, c,",..., 
so wird das Resultat wiederum eine Wurzel der Gleichung 
f(x) =0 sein, welcher a geniigt. 


Fiir V, ist dies, wie soeben bemerkt wurde, bereits bewiesen. 


Bildet man 
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r—t1 


fle —&)= Tl 
E=0 


je — (G+ V,0,°+ GVPae* +...) 
=v 


= a, + a, Vy + a, V2 +... @,-1 Fh, 
so wird dies ein Teiler von f(«) sein; V, ist in diesem Ausdrucke ver 
schwunden; die «, , ... enthalten 2, Vy, V4, ... Vi; WY) RY... Nimant 
man (#; V,, V5, ... Vi; FW, R",...) als Rationalititsbereich, so giebt 
es innerhalb desselben Grossen a’,, @';,..., welche die Gleichung er 
tiillen 
Al) (es ER, = (Wat Vat Oy FPF .) ot Oy Vat ey Vy b ys 


Setzt man diese Gleichung in die Form 


A.) by +b, Vg +, Fy? +... 40,-1.7P" =O 
um und nimmt die Detinitionsgleichung 
B) Vm — BP, (Fy, ... Fay R= 0 


zu Hilfe, so zeigt der erste Lehrsatz dieses Kapitels: entweder ist einer 
der Werte von V, rational in (2, Vy, Vy, ... Vy; RY...) oder es werden 
b=0, 8=0, &=0,...&-1.=0 

Die erste Méglichkeit muss ausgeschlossen werden; denn da Vy wegen 
B) die unbestimmte Grosse « nicht enthdlt, so miisste es rational in 
(V3, Vs, --. Vi; H,...) sem; und dies widerspricht den Festsetaungen 
iiber unser System der V. 

Es tritt also der zweite Fall ein; d.h. A,) ist identisch ftir jedes 
V, erfillt. Man kam daher V, mit @,* in A.) oder iu A.) multipli- 
zieren. Es ist demnach 

Ay) f(x; RW, R’,...) 

= (a + @, V,@,° + a V,F0,°* +...) (e+ 0", Frat +e’, Vita, + ...)3 

und wie =) : 
Oy + @ Vy +e Vy+...=f f (®—am) =A (@ Vay Vay...) 
so wird auch a 
Gy + a, Vz @,* + @ Vyr@?* +... =F; (#3 Pua’ Vy,...) 

ein Faktor von /(#; R', R”,...) im Rationalitatsbereiche (@; Vy, My... 
V,; FR, R",...) werden. Diesen letzten Faktor bitten wir erhalten, 
wenn wir bei 2, statt V, tiberall in @, @,, @,, .., eingesetat batten 
V,,*; benennt man den so entstehenden Wert fiir dex Augenblick a,®, 
so ist auch (v—a,) ein Faktor von f(x) im Rationalititshereiche 
(#3 Vi, Vay... V3 RY R")...), dh. die vorgenommene Anderang hat uns 


eine neue Wurzel x, geliefert. Im ganzen erhalten wir so PR 
Wurzeln yon f(x)=0. 


easy aE ee a ee a a a —- 
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Wir bilden nun weiter 
Pa—1 


[ [re Vi0,*, Vo, <2) = By + By Va + Ba V5? + 0 + Bp, Vy 


k=0 
dies ist im Rationalititsbereiche (7;V,,V,,...) ein Teiler von f(x); 
also giebt es in ihm auch Grossen f',, 6',, B',,..., welche die Glei- 
chung 
A) (2; H, R", -+:) = (B+ By V+ By Vise Vice) (By + Bi, Bes B', Vakt +0) 


befriedigen. Setzt man diese Gleichung in die Form 


a Cy KC, Vg4+ & Ve? +). +61 VF ' =0 
um und nimmt die Definitionsgleichung 
B’,) V3? — F(V,, -.. Vis KR, 5 )=0 


zu Hilfe, so zeigt der erste Lehrsatz dieses Kapitels: entweder ist 
einer der Werte von V; rational in (x; V,, V;,...V.; W,...), oder 


es sind 
6 = 90, 4 =0,-c.=0, ... G1 =9. 


Die erste Moglichkeit muss ausgeschlossen werden; denn da V, wegen 
B',) die unbestimmte Grosse «% nicht enthalten kann, so miisste es 
rational in (V,,...V,; ,...) sein; und dies widerspricht den Fest- 
setzungen tiber unser System der V. ; 

Ks tritt somit der zweite Fall ein; A’,) wird identisch durch jedes 
V,, erfiillt, also auch durch V,o,"; dies letztere findet bei A’,) gleich- 
falls statt, da die Umwandlung von V, in V,@," bei A’,) auf A’,) nur 
derart wirkt, dass bei ungeiinderten ¢, ¢,,... zu den Potenzen von V, 
noch Potenzen von @, treten. Hs ist demnach 

A’,) Fig a aU" 2%.) 

= (By + B, V;,.05* + By V;%0,7* +.. .) (B'y-+ B's, Va cag + B'g Vg" 0057* +1...) 

und wie 
p,—1 
Bo+ BV +b Ve+...—f [he Vy cog*, Vy, « 0+) = fy (#5 Vg, -++)s 


. oii 
so wird auch 


By + B, Vs005* + By V7 005°* +...= fy (#5; Vem, .--) 
ein Faktor von f(x; HW’, ®",...) im Rationalitiitsbereiche (V;,...V,; 
KR, KR", ...) werden. 

Waren wir bei der Produktbildung /,(~), f,(~) statt von «7 — a, 
yon dem Faktor # — a” ausgegangen, der erhalten wird, wenn man in 
a» statt V, einsetzt V,,", so wire in dem zugehorigen /; (7) jede Spur 
von V, und dann in f,(#) jede Spur von V, geschwunden; das zu- 
gehorige f,(x) wire daher identisch mit dem obigen 
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._ £ehess) 
gewesen. Da dies ein Faktor von f(#) ist, so ist a eine Wurzel 
von /(x)=0. 

Diese Beweismethode liisst sich bis zu Ende fortsetzen. 

§ 212. Hierbei ist noch dreierlei nachzuholen, was, um den Be- 
weisgang im vorigen Paragraphen nicht zu unterbrechen, fiir diese 
Stelle aufgespart wurde. 

Zuerst ist es nétig zu zeigen, dass z. B. mit f,(@; Vy,...) auch 
das Produkt gett 

{a(%: Vis cca) =| i, (2:3 Veg", «:.) 


ein Teiler von f wird. Dies steht fest, sobald die Irreduktibilitét von 
fe in dem Rationalitiitsbereiche (Vj, V,,...; RY, R...) bewiesen ist, 
Gesetzt, es wiire /, (x) reduktibel und o, (x; Vy, ...) einer seiner irreduk- 
tiblen Faktoren. Dann haben , 
yp, (%; Vy...) =O 
Es: Va, Vases =O 
bei richtiger Wahl des irreduktiblen Faktors g, eine Wurzel und die 
linken Seiten daher im Rationalitiitsgebiete (V,, V,,...) einen Faktor 
gemeinsam. Setzen wir nun als bereits bekannt voraus, dass f, in 
diesem Gebiete irreduktibel ist, so wird /, em Teiler von g, sein, 
d. h. es wird 
Pa (Xj Vs, -.-) =F, Va, Vay ---) ¥1 0% Vay Voy «+s 
Nach der Methode des vorigen Paragraphen findet man, dass auch 
f,(%3 Pyo,*, Vs...) 
ein Teiler von g, ist; also, da f, irreduktibel sein sollte, dass 
P—1 


P2 (23 Vs,...) = bs f, (@3 Vat, Vg, ...). (3 Vs, ~+-) 


und = 


Das widerspricht dem Unstande, dass der Grad von g, kleiner als der 
von f, ist. 

Die Funktion /, ist also im Bereiche (V,, Vy, ...) rational, wenn 
es f, in (Vy, V3,...) ist. So kann der Beweis bis auf die offenbar 
irreduktiblen Faktoren 2— x, zuriickgedringt werden. 


§ 213. Ferner ist zu beachten, dass bei den Produktbildungen, 
z. B. bei 


=i 
[Tr (a; V,a,*, Vy, Vy, V5,.-.) 


ice eed: 
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ausser V,, welches notwendig in Wegfall kommen muss, auch noch 
andere V, 4. B.V,, Vy, verschwinden koénnen; ja es wiire nicht einmal 
Werwendig: dass diese gleichzeitig verschwindenden V unmittelbar dem 
VY, vorhergehen mtissen. Wie dem auch sei, verschwindet z B. V, 
gleichzeitig mit V, in dem Produkte f,, so heisst dies: es kommt im 
Produkte nur V,™, V,?%,... vor; da diese Potenzen sich durch Uber- 
fiihrung von V, in V,,* nicht pti so ist demnach 


Dyg—1 
[Hr (45; Vio, V5, V4, [Tr (x3 Vz 04", Vs, Vzoo4', ...)5 


wir sehen, dass diese Umwandlung von V, zu demselben Komplex 
von Wurzeln fithrt, den schon 

Py—! 

[fic ga", Ving Vis v0e) =O 
lieferte. 


§ 214. Endlich ist zu erwihnen, dass die Art der Produktbildung 
ebensowenig wie die Anordnung der V,, V,—1,... V, eine notwendig 
vorgeschriebene ist. Wenn z. B. in 

= Oy + G, Vet GVyit...+¢Gy—1Vt 
der Ausdruck V, ein anderes V mit héherem Exponenten V, nicht 
enthilt, wo dann dieses allein in Gy, G,,...G,,—1 auftritt, dann kann 
man auch 

ty = Hy+ Ay Vat Ay Vai +... + Ap —1Ve% 
getzen, und die erste Produktbildung in Beziehung auf 

Vig gaye? none ss V,.c020—* 

durchfitthren. Der Gang der Beweise in den vorigen Paragraphen wird 
hierdurch gar nicht beeinflusst. Wir wollen ein V, oder ein V,, wel- 
ches in der angegebenen Art in einem algebraischen Ausdrucke vor- 
kommt, ein iusseres Wurzelzeichen nennen, im Gegensatze zu den 
iibrigen, welche innere Wurzeln sind. 


§ 215. Nun fassen wir die Resultate der bisherigen Untersuchun- 
gen zusammen. 

Lehrsatz V. Bildet man aus p, Faktoren (~w—a,), welche 
so gewihlt sind, dass das niedrigste tiussere V, von % in 
ihrem Produkte wegfallt, wobei gleichzeitig V,, V, Bape yl 25 
mit V, verschwinden mégen, das Produkt 


f, 3 Vin y 000) = 


950 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie. 


; k x ‘ 

dann aus den p,,, Faktoren f, (#3 Vin, @n,,--.) ein Produkt, in wel- 
= P Ae 

chem V,, verschwindet, und auch V»,41,...Vi,—1 noch ver- 


schwinden mogen: 


Pm zt 

; j . k 

fi (23 Ving) =] lt: (25 Ving @nyy++-)y Mg 2% +1, 
k=0 


und fihrt in dieser Weise fort, so erhilt man, wenn alle 
Wurzelzeichen V,, V,,...V, durch die Produktbildungen be- 
seitigt sind, eine Funktion des Grades n 

f(a; WY, R,...), 
welche, gleich Null gesetzt, z zur Wurzel hat. Der Grad 


von f(«) ist gleich = Py+ Pings Pgs sey 


d.h. gleich dem Produkt der niedrigsten iusseren in 2, fA, 
fi,.-. auftretenden Wurzelexponenten. Jedes fg ist im Ra- 
tionalititsbereich (Vin, Ving) V,, «23 WU, MN", M"",...) irreduktibel. 

Lehrsatz VI. Ist eine irreduktible Gleichung vom Prim- 
zahlgrade p algebraisch auflésbar, so wird der iussere Wur- 
zelexponent gleich dem Grade p der Gleichung; ausser ihm 
giebt es keinen weiteren fiusseren Exponenten; es wird das 
Gleichungspolynom folgendes sein: 


p—l : 


f@=f [(G.4%,0%+ GV 202" +...46,.F 2-10 e-), 
k=0 


Lehrsatz VII. Treten in dem Ausdrucke von 2 mehrere 
aussere Wurzelzeichen auf, so kommt das Produkt aller zu- 
gehérigen Exponenten als Faktor in » vor. 


Denn in | [ @—2,) kann em V nur dann verschwinden, wenn 


alle seme Werte V, Vw, Vo, ... symmetrisch darin auftreten; bei 
eimem fusseren V kommt dies nur vor, wenn wirklich die entsprechen- 
den Faktoren fiir dieses V gebildet werden. Denn wenn V,, Vo zwei 
aussere Wurzelzeichen sind, so wird man 
Wily ae as y Y 173 72 —I 
Ly = Got G,V,+ Gel l +...+ iy: _1h ne 
r ee = 7Pg—1 
=F aah + FF } et Ls ds Vie+ eee + Ay 1 Vee 
setzen kounen. Enthielte nun das Produkt 


P—1 


P) P[e-(6.4.6, 0,024.6, 020,284.25) 


k=v0 


kein V, mehr, so wiirde es nach § 212 mit dem Produkte 


ee WRT | 


7 =i 


ee eR ee Te 
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bgt 
a [2—- (A, + 4, Vio. + H,Viwd +...) 


Pas 1 


=| [te—@+ GPV,4+GPV2Z4..9) 


iibereinstimmen. Da samtliche Faktoren beider Ausdriicke in x linear 
sind, so folgt aus dieser Ubereinstimmung auch die der Faktoren, 
d.h. es wird z. B. 


G,+ 6,V,0f+G6,V707* +...= +677, +67 Vite 


oder 
A) Rr) AL 2+...4+12VP-' =0, 
Verbindet man hiermit die Definitionsgleichung von V,, namlich 
B) VEE — FF (Ve, V55--- Ve, H.-J =O, 


so wiirde nach dem ersten Lehrsatze entweder folgen, dass V, eine 
rationale Funktion von V,, V,,... W, HH’, ... ist, und das ist un- 
miglich, oder dass 


G,=GS’, Gw=G?, 6,07 =—G?,... 
wird. Da nun Ge aus G, entsteht, indem man V, mit cinem wy 
multipliziert, so folgt durch Potatoes mit p, leicht, es miisse 
=K,Vi ~ 

sein, wo K, kem V, mehr enthalt, und ferner miisse p,— yp, werden. 
Dann wird 

= K,+ K,(ViVa) + KV Val +--+ Ky, V Var". 
Da V, ein dusseres Wurzelzeichen ist, kann man die Anordnung der 
V so treffen, dass «—2 wird; demnach ist es moéglich, auf V, #o- 
gleich V,.V, folgen zu lassen, indem man als Definitionsgleichung 

(V,V,)" =F, (V3,.-.) #(Vu,---) 

einfihrt. Solche Reduktionen kénnen wir aber als vou vornherein 
durchgefiihrt annehmen. Im Produkte P) kann daher V, nicht ver- 
schwinden. 

§ 216. Wir untersuchen jetzt die Anderungen, denen %, wuter- 
liegt, wenn man zu den Wurzeln V,, V,,.-. Vin,-1, welche bei der 
ersten Produktbildung wegfallen, irgendwelche entsprechenden p,””, 
ps, --- Pn,—1" Binheitswurzeln als Faktoren hinzuffigt. Es mégen 

Vigts Vtg eee Vay V 45 Gap Gey 22 Gy, 1 


hierdurch in f oe 
Uimy—iy Vitiy—1 9 ++ %; O45 Io; I; o°~@ In—1 


iibergehen und also 
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Ly = Go +YV, -- Ga Ve+ eee + Gera Viti 


Eo = Jo bE Ge M1” He. F Gp, 10 

Da nach § 213 hierbei die Gesamtheit der Wurzeln 2, “,,.-- %p,—1 
ungeiindert bleibt, so wird das aus £ durch Einfiihrung von v,, ,%, 
@,2v,, --. gewonnene System von Wurzeln §, &, §, --. §,—1 mut 
jenem iibereinstimmen. Wir kénnen daher setzen 

Jott bgt? P= G+, 01 + GV Poa +..:, 

Jo +O, + 9,070, +...=G +), of + GV Pal? +..., 

Io +0, O72 + 95070) +...=G,+V a1 + GV Por? +..., 


in 


wobei o{, ai, ai’, ... bis auf die Reihenfolge mit den Einheitswurzeln 
o,, @,?, @,3,... tibereinstimmen. Durch Addition dieser Gleichungen 


erhalt man =) 
Io = Go; 


es bleibt daher G, von allen in V,, V3, ...Vn,—1 ausgefiihrten Wert- 
iinderungen unberiihrt, d.h. G, ist rationale Funktion von V;,,, Vin, 41, -+ 
HW, RH, .. allem. Im Falle von irreduktiblen Primzahlgleichungen, 
in denen V,,,,...V, nicht vorkommt, ist also G, rational im urspriing- 
lichen Rationalitiitsbereiche (R', KR", W",...). 
Weiter erhiilt man die Gleichung 

P= Gy, +0,7'+0,-?+..)+V, (oi + of 0-1 + of'@,-? 4+...) 

+ GV? (ol? + wl]? @,—-! + wll! a,-? +...) 
In dieser verschwindet der erste Summand der rechten Seite. Wir 
schreiben diéselbe Gleichung mit abkiirzenden Bezeichnungen folgender- 
massen 

«) 0, = 2,V, + Q,V 2+ QV e+... 

Die p,’ Potenz derselben wird, wenn wir die Definitionsgleichungen 
beriicksichtigen, folgende werden 


v1 = FB (0%, V3) eee Um, _— 13 ifs °° 4) = [2, ie -f S2, pS 4- oe |? 
= Ay +A, Vy + Ay Ve 


Nimmt man hierzu 
y 4 u j i . ! =: 
VP Ey (Vg, Vey ay Fl, ae, 
so folgt aus dem ersten Lehrsatz, dass entweder 
Vy rationalin Vig, 0: Vay ie... Vn On cee ee cee 
ist, oder dass 


Vv?! = Ay, A, =0, A, =0, tae Ay 1 =0 
wird, ; 
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Wir betrachten die erste Méglichkeit. Bei der rationalen Dar- 
stellung von V, durch V,, v,, V3, v3,... kénnen nicht alle v,, v5, ... 
fortfallen, da sonst V, rational in V,, V3, ...Vu,,.-. ware, was nicht 
angeht. Es wird demnach in 

= R(V,, V2, .-- Vi; W, -..) = RB, (Ve, %5; Vg, %5---) 
ei pan: V, und ein fiusseres vg vorkommen (a,6<m,). Im Ra- 
tionalitiitsbereiche (Vin, Vin,ti,--- Vi; RY, R",.-.) ist z, eine Wurzel der 
irreduktiblen Gleichung 


is 


Ae V5: =[]e@- ar;) =0 


vom Primzahlgrade p,. Da x, aber zwei iussere Wurzelzeichen V4, vz 
enthalt, so ist dies nicht méglich (Lehrsatz VII). Die erste Annahme 
muss folglich verworfen werden. 

Wir haben demnach anzunehmen, dass 


A=", Ap=—0, 4,=—0, 4,=0, 
sei. Zu der Gleichung — : 
Ay = 0 
gelangte man durch Potenzierung von @). Dies ist nur moéglich, wenn 
die rechte Seite von a) em Monom in Beziehung auf JV, ist. Daher 
hat @) die Form 
«) % = 2,G,V; 
und daraus erhalt man 
Eo = 9) + 21Gi Vi + 9 (2Gi VF +..-=G,4+G,¥,ai4+6,V7o?+.. 
Der erste Lehrsatz zeigt, dass die Glieder mit gleichen Exponenten links 
und rechts einander gleich sein miissen; speziell wird 
3 UG; = GV ol, 
2 = 6h", 
a") v, = wy" GV. : 
Lehrsatz VIII. Die Umwandlung von Vz, Vz, ... Vn,—1 in 
V0, V0, a I A A Si as (Gi) fiber. 


§ 217. Die durch «') ausgesprochene Umwandlung fiihrt GV 
iiber in ‘ F 
Jad," = Ga (on? Gi V,*)* = gaat? * G7 ie: 

Ist jetzt 
ho= up, tha (0<ha<m,), 
so wird G,)y in Gi, Vy “ tibergefiihrt werden, wo 4, durch die Kon- 


gruenz 
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Ae Ave (mod. p,) 
bestimmt ist. Dieses Resultat weist darauf hin, eine primitive Wureel 
@ (mod. p,) eimzutithren und au setzen 
VL =R, GVyY=R,, Gal P= Ryo 
Dann wird die Rethe 
Re, Rs RR, eae Ry a 


r reer "Al 
UA G@, V7, 3 Aa @,,—1 Vy 
iibereinstimmen, und wir erhalten 
X= Ty + Ry + By + Rt R, - ds 
Die von uns betrachtete Wertainderung &”") der Vy, Vy, 0 Magar hat 
dann den Effekt 
= R= wm Reds 


umzuwandeln, wo x durch die Kongraens detiniert ist 

=~ (mod. p,), 
und & +x, wenn es grisser als p, — 2 sein sollte, durch seinen kleinsten 
nicht negativen Rest mod, (p,— 1)*eu ersetsen ist, Halt man dies 
fest, so kann man sagen, dass der Reihe nach durch «”) 


mit der Reihe 


iow RR, RP, RR, RR 
im 
i) Re. Rernas Reva, <s4 ye 


tibergetiihrt werden. 
Die &-malige Anwendung derselben Wertinderangen raft aus 1 
I) Re. Rear, Fad; sas Rank 
hervor. 
Existiert eine andere Wurseliinderang, dark welche AY in APY, 
umgewandelt wird, so fithrt diese 1) durch S-malige Anwendung in 
IV) Boy Repay Rak pay or RRs 
tiber. 
Wendet man endlich die erste Operation e@-mal und die aweite 
B-mal an, so gelangt man von I) su 
Y) Rextear Revteuty, Rekpanta oo Rhaaatace 
In der Reihe I) sei nen RP dasjenige Glied, welches unter den dareh 


Wurzelinderungen von Fy, Fy, ... Pasar aus RY ableitharen den 


kleinsten Index hat; Ao sei ein anderes, darch eine Warselinderang 
aus R*® ableitbares. 


Dann kann man durch «-malige Anwendung der Operation, welche 


zu RO, und durch §-malige der Operation, welche ax RE fhete, auf 


— oe 


Aa 
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Bet pn 
kommen. Bestimmt man « und 6 derart, dass 
az+Bpu=v 


den gréssten gemeinsamen Teiler von ~ und wu giebt, so erkennt man, 
dass yz, also uw ein Vielfaches von z ist. Alle von F% ans erreich- 
baren Terme von I) sind also 


lig lie» Dae, SS vel tone 
Der letzte Term bestimmt sich durch die Bemerkung, dass eine noch- 
malige Anwendung derselben Operation von ihm zum ersten Term 
zuriickfiihren muss. Wir sehen somit: 


Lehrsatz IX. Die Anzahl der Werte, welche 
RP VP 
dadurch annehmen kann, dass die Gréissen V,, V.,... Vin,~1 
mit willkirlichen p,“, p,", .-. Px,i* Einheitswurzeln ;, 
@3, ... @»,—1 multipliziert werden, ist ein Teiler von p,—1. 
Diese Anzahl ist gleich dem Grade der Gleichung 
g(Vi)=9, 


deren Koefficienten rational in V,,, V,,,... sind. Es giebt 


eine Art der Umwandlung von V,, V,,... V,,-1, durch deren 
wiederholte Anwendung auf Vf’ diese Grasse in alle ihre 
Werte tibergefiihrt werden kann. 

§ 218. Die Formel «”) aus § 216 zeigte, wie bei emer gewissen 
Umwandlung von V,, V;,-... Vin,1 der Term V, sich verbalt. Er 
geht in 

a") v, = a, G,V7 
itiber. Daraus kann man erkemnen, in welche der Wurzeln %,, %,,.-- %,—1 
hierbei 7 verwandelt wird. Wir haben namlich 
t=G6,4+),+6,V7+6,V7+..- 
£,=G6,4+V,0,4+6,V ~a7Z+G6,V aft... 
tg =G6,+ V,07+6,V7%0'+6,V a+... 


Diese Werte werden durch «") in diejenigen derselben Reihe um- 


- gewandelt, in denen die Glieder 


a’, Gi RA a’, Oo; Gi e a, a7G; ge tee 
vorkommen. Ware z. B. ieall efi, 
so wiirde durch «”) der Wert z, in +; umgewandelt werden. 
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Se 


219. Wir untersuchen nan folgende Mille; 
1) Gesetat, awei Wureeln a und wy blieben bei der vorgenon 
menen Anderung ungeiindert; dann wiire nach dem vorigen Paragraphen 
@*. a= a,*4, 0,9, alt= aye 
und daraus wiirde sich ergeben 
(a —B)A=(e—A) (mod), 
A=1, 
a’, = 1, 
Es wiirde also in «") keime Einheitswursel auftreten und mit a, es 
bliebe jede andere Wurzel ungeiindert, 
II) Gesetat, eine Wareel ey bliebe ungelindert, wilhrend @ 4. in 
wz thergehen soll, Dann hiitte man 
@,*, wi? a @," a @, otal = weiss 


hieraus folgt ; : 
s a, = @, 8-4, 


oder nach Gauss’scher Bexeichnang 


iat Stes 
A= 7a Qnod, »,) 


3 
Ginge nun 2) tiber in x, so wire 
@,? . wt — a,°4, 
also rp. #2 aa 
@,? ,* Con @, \ 
dA=(y—a)+ea (mod, »,), 


d=(8B—-a)(y—a)+e (mod.p), 
so dass vy m Rea a) pe tibergeht. 
111) Gesetzt endlich, keine Wurgel bliebe angeiindert und dabei 
ginge 2; In a, und vw in a ther, Dann hitte man 
@*ar a?  (#=0, 1, 2... 9-1), 
area? = @,?4, aa! = @,*4, 
und es folgte aus den letaten beiden Gleichungen 
(s—y)A=(— A) (mod. p), : 
o— 
—— . (mod. p,); 


$= 


aus der ersten Gleichung ergiebt sich weiter, dass 


&a— pr a 
ata? af 


(a—y)a nicht =«—8 (mod, A), . 
(e—y)(@—8) 4 =(@—A)(e—7) (mod) . 
e(s—y—8+8) » =p~d—Be (modp) (=O, 1, 2... p- 1) 
Dies letztere ist nur miglich, wenn gleichzeitig 


i 
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e=y+0—B, yd nicht =Be (mod. p,); 


die zweite dieser Bedingungen ist infolge der ersten von selbst be- 
friedigt. Denn es ist 


_ Be B?—(y+0)B +70 (B—y)(B—9) nicht —0 (mod. 9, ). 


Lehrsatz X. Nimmt man in dem Ausdrucke ftir # irgend- 
welche Umwandlungen von Vy, V3,... Vin, 1 vor, welche derart 
beschaffen sind, dass zwei der Wurzeln 4, %,... %,—1 sich 
nicht indern, so bleiben sie simtlich ungeindert; wenn nur 
%q ungeiindert bleibt, wiihrend z+, in a, iibergeht, so ver- 
wandelt sich jedes by AAA ’ 

¢ 7 “(pi — a) Cy — 0) + ey 
wenn keine der Wurzeln ungeindert bleibt und dabei wv, in 
x; tihergeht, dann verwandelt sich jedes 


Ly AN By +p—e 


§ 220. Hine wichtige Anwendung hiervon auf irreduktible auf- 
lésbare Gleichungen vom Primzahlgrade ist folgende: Ks besteht kein 
Vinny Vin, ti, ++. mehr; alle Umwandlungen, welche aus Anderungen 
von V,, V;,... Vn,—1 entstehen, sind gewissen Substitutionen unter 
den Wurzeln x, %,,.-. %p,—1 iiquivalent; uwmgekehrt kann jede Sub- 
stitution, welche unter den Wurzeln méglich ist, durch soleche Um- 
wandlungen von V,, V,,... V,,,—1 erreicht werden. Denn diese bieten 
die einzige Moglichkeit zu Vertauschungen der Wurzeln untereinander. 
Hieraus folgt, dass die Substitutionen der Gruppe G der Gleichung 
alle Wurzeln ungeiindert lassen, sobald zwei Wurzeln ungeiindert 
bleiben, dass sie also entweder alle p, Klemente umsetzen, oder p,— 1 
oder gar keins. Im ersten Falle nehmen die Substitutionen die Ge- 
stalt an ‘ 

s=|y yt+B—al—|\y y+x| (mod. p,), 
im zweiten lalle die Gestalt 
t=\y (B—a)(y—a)+a|=\y Ay+tu (mod. p,). 
Wir gelangen also damit zu der Gruppe der Galois’schen Gleichungen. 


Lehrsatz XI. Jede irreduktible aufliésbare Gleichung eines 
Primzahlgrades ist eine Galois’sche Gleichung (im weiteren 
Sinne, so dass auch Abel’sche Gleichungen darunter verstanden sind), 
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Vierzehntes Kapitel. 
Die Gruppe einer algebraischen Gleichung. 


§ 221. Wir sahen bereits im neunten Kapitel § 152, dass jede 
spezielle Gleichung durch eine einzige zwischen ihren Koefficienten 
oder zwischen ihren Wurzeln stattfindende Beziehung vollig charak- 
terisiert werden kénne. Es sei etwa fiir f(#)=0O diese Beziehung 


p(a,, Ty, ++. Lx) =O. 
Dann zeigte sich ebendaselbst, dass nicht eigentlich die Funktion, 
sondern dass die Gattung derselben das Charakteristische ist; dem- 
nach kann die zur Gattung gehérige Gruppe G vollkommen die Funk- 
tion @ vertreten. Unter den Wurzeln der Gleichung sind nur die zur 
Gruppe G gehérigen Substitutionen moéglich. Es wurde der Haupt- 
satz bewiesen, welcher charakteristisch fiir die Gruppe ist: 


Lehrsatz I. Alle im Rationalititsbereiche von f(x)=0 ra- 
tional darstellbaren ganzen Funktionen der Wurzeln dieser 
Gleichung bleiben fiir die Gruppe G der Gleichung ungein- 
dert, d.h. sie gehéren zu ihrer Gattung oder stehen unter 
ihr; und umgekehrt lassen sich alle fiir die Substitutionen 
der Gruppe G ungeiindert bleibenden Funktionen rational 
ausdriicken. 


Wir werden wegen des genauen Zusammenhanges, der zwischen 
einer Gleichung und ihrer Gruppe besteht, die Ausdriicke ,,transitiv“, 
»primitiv und imprimitiv“, ,,einfach und zusammengesetzt“ von den 
Gruppen auf Gleichungen iibertragen. Es sollen also Gleichungen 
transitiv, primitiv oder imprimitiv, einfach oder zusammengesetzt 
heissen, wenn ihre Gruppen die entsprechenden Eigenschaften besitzen; 
umgekehrt werden wir die Benennung ,,auflésbar“, welche der Theorie 
der Gleichungen entnommen ist, auf die Gruppen iibertragen und yon 
auflésbaren Gruppen als von Sites sprechen, deren Gleichung eine 
auflésbare ist. Da aber zu einer Gruppe unendlich viele Gleichungen 
gehdren, so wird diese Eintiihrung zu ihrer Rechtfertigung des Satzes 
bediirfen, dass die Auflésung aller zu derselben Gruppe gehdrigen 
Gleichingen durch die einer einzigen unter ihnen gegeben wird. Dieser 
Satz wird spiiter in der That bewiesen werden (Lehrsatz V). 

_Suerst wollen wir versuchen, die Kigenschaften der Gruppen in 
aiquivalente algebraische Kigenschaften der Gleichungen zu iibertragen. 
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Wir wissen bereits ans § 154: 

a Lehreatz Il. Ist cine Gleichung irreduktibel, so ist ihre 
«Gruppe transitiv und umgekehrt: ist die Gruppe einer Glei- 
chung transitiv, so ist die Gleichung irreduktibeL 


§ 222. Um die Frage zu beantworten, wie sich die Imprimitivitat 
der Gruppe ale Kigenschalt der Gleichung ausweist, erinuern wir an 
die Behandlung derjenigen Gleichungen, welche irreduktibel sind, und 
bei denen eine Wurze) cine rationale Funktion einer andern ist. Die 
Gleichung vom Grade m.v zerlegte sich in v Gleichungen vom Grade 
m, deren Koefficienten rationas durch die Wurzeln einer Gleichung 
UY” Grades sich ausdriicken liessen (6170). Zu einem Zhnlichen Re- 
sultate werden wir hier gelangen. 

Angenommen, die Gruppe G der Gleichung f(s) =O sei impri- 
mitiv; dann kénnen die Wurzeln derselben in v Systeme von je m 
Wurzeln geet werden 


Misty Ws, 25 +00 Wich He, 44,05 +00 Bt, ws eee Vy, ty Koity tio ky (st) 
eld + 


derart, dass jede Substitution der Gruppe, welche eine Wurzel eines 
Systems in eine solche eines anderen umwandelt, alle Elemente des 
rberen in alle des aweiten Gherfihrt. Wir-betrachten jetzt als Resol- 
vente eime belicbige symmetrische Vunktion aller der Wurzeln, welche 
im ersten System enthalten sind. — 

1) y= BGs. 15 Fs,25 +++ Bs, m)s 
und wenden, um die Anzahl ihrer Werte kennen au lernen, anf S 
alle Substitutionen von G an. Da die Gruppe ( imprimitiv ist, so 
gehen alle Vlemente 4.1, %1.2,--- Hs, entweder nur in sich selber, 
oder gleichzeitig in die eines anderen Systems fiber: es giebt also 
nur noch (v-~1) Werte von y, namlich 

| Ye 3 La, 1; Dnt, +++ Ua.m)s 

2) Y,~ 5 Ga,s; Ln,2, +++ Lt, w)s 


* ‘ ca , * * * - *- 


Ys = S (Ly. 45 by 2; tee Ls, m)- 
Folglich hangt y von einer Gleichung v** Grades ab 


3) g(y)=9, 

deren Koefficienten fiir alle Substitutionen von G ungeandert bleiben 
und daher nach Lebreatz 5) rational bekanut sind. Ist y(y)—O gelost, 
d.hesind alle ihre Wurzeln y,, y,,--- 9, bekannt, s0 kennt man auch 


alle ee Funktionen, welche aus den Warzeln der einzelnen 
; 17 
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Systeme gebildet werden. kbnnen, Bexeichnet man insbesondere die 
dlementaren symmetrischen Funktionen von ay .ty Gee) oes @eon Mut 


SS, (ye) cide Gadi, seer eds 
so wind ved Pa ind nat 


4) a — Sy (ye) ae Sy (ye) am ® — os ce Sin (Yo) = O 
die Gloichung, von weleher die Grdssen wy. i, Cece) os aye abhiingen. 


Daher entsteht /(@)=—O durch die Hlimination von y aus 8) und 4) 
und es wind 


f(®) | | [ar —= S, (Ya) wm! + Sy (Ye) a? — ct Sin (Yu) ) =O, 
wel 


Geht man umgekehrt von diesem letateren Ausdrucke, dem Eli- 
minationsresultat von y aus 3) und 4) aus, so ist die gu f(v)=0 
gehdrige Gruppe imprimitiv, falls $) und 4) als irreduktibel voraus- 
gesetat werden, Denn wir bilden guerst eine symmetrische Funktion 
der Wurgeln vou 4); diese ist rational in yy Wir kdnnen sie daher, 
unter / eine rationale Munktion versteheud, gleich J’(y,) setzen. Ferner 
bilden wit das Produkt 


») [= Ba) [= add Dt Pn) 

fiir alle Wurseln von 4), Dieses Produkt ist dann rational bekannt; 
denn seine Noottioienten sind symmetivisoh in wy, oy... yy und also 
rational durch die Noefticienten von §) ausdriickbar, Nach dem ersten 
Lohrsatwe bleibt 4) somit fie alle Substitutionen der Gruppe ungeiindert; 
die Gruppe mass infolgedessen die symmetrischen Funktionen von 
Bats More ses Maw tr die symametrischen Funktionen eines anderen 
Systems wowandela, doh. imprimitiv sein, 

Lehraatay I, Die Gruppe einer Gleichung vom Grade 
mewn, welohe durch Rlimination von wy aus den beiden irre- 
duktiblen Gleichungen 
3) p(y) = y= Ay +... = 0, 

4) we mS, Cy) err ES, (y) ah? — 2. + Sa (y) HO 
entsteht, ist laprimitivy und umgekehrt ist jede Gleichung, 


deren Gruppe iwprimitiy ist, das Resultat einer derartigen 
Klimination, 


§ WIL Die Nigensehatton einer Gleichang, deren Gruppe zu- 
sammengesets( ist, treten nicht in so bersichtlicher Weise heraus, 
Wie dies bet der Transitivitit oder bei der Imprimitivitit der Grappe 
der Fall ist, Man kann jedoch das Problem der Gleichungslisung 
durch ein anderes, ihm Aquivalentes ersetzen, bei dem auch die 


— 
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Kigenschaft der Zusammensetzung oder der Winfachheit ihrer Gruppe 
leicht tibersehbare Kinwirkung auf die Gleichung selbet haben. 
Wir brauchen nimlich an die Stelle der allgemeinen Gleichung 


6) [ (a) 0 
nur diejenige zu setzen, welche ihre Galois’sche Resolvente liefert 
4) I'(§) = 0, 


um das Gewiinschte zu erhalten. I'(£) ist irreduktibel. 

Wir wollen deshalb zuerst diese letatere Gleichung und ihre 
Higenschaften einer genaueren Untersuchung unterziehen. 

Ist eine allgemeine Gleichung 6) gegeben, so existiert eine lineare 
mit Hilfe yon » unbestimmten Parametern gebildete Vunktion der 
Wurzeln yon 6) 


8) Ey 8 Oy ly Oy Wg sat Onin 


welche n! Werte hesitzt, so dass jede Substitution der au 6) gehorigen 
symmetrischen Gruppe G von 4, %,,...% einen anderen Wert 


Ey Sas Ss A ay Ent 

hervorruft. Diese durch G hervorgerufenen Umsetzungen swischen 
E,, &,.-- &: bilden eine Gruppe unter den w! Klementen £, welche 
wir mit I’ bezeichnen wollen. I’ ist einstifig isomorph au CO; e6 ist 
die Gruppe von 7). I’ hat die Kigenschaft, dass ihre Ordnung ibrem 
Grade gleich ist, was entweder aus ihrer Bildung oder auch daraus 
geschlossen werden kann, dass alle »§ durch jedes beliehige unter 
ihnen rational darstellbar sind. Die Gleichung 7), welche identisch mit 
i (8 — 6) (E— &) --- (5 — Ens) — 0 
ist, bedarf deshalb zu ihrer vollkommenen Loésung nur einer einzigen 
Wurzel. 

Die Lésung von 7) ist aquivalent mit derjenigen von 6). 

Es fragt sich, wie sich diese Verhiltnisse modifizieren, wenn man 
yon der allgemeinen Gleichung 6) zu einer speziellen libergebt. Kine 
jede solche wird durch die Hinzunahme einer einzigen Kelation unter 
den Wurzeln 

9) P(X,, Vey 002 Wn) =O 
charakterisiert. g mag zur Gruppe G der Ordnung 7 gehéren, Dann 
diirfen unter den Wurzeln nur diejenigen Substitutionen angewendet 
werden, welche zu @ gehdren, Denn wenn eine Substitution gestattet 


wire, welche p in 
: yp! (by; Wy y 014 Un) meV) 


inderte, wo ! von w verschieden ist, so waren auch alle Vunktionen von 
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wep (2,5 Fy, - Za) BH" (By, By 05 Bn) 
rational bekannt. Der hierdurch bestimmte Rationalitiitsbereich wiire 
umfassender als der durch 9) gegebene. Folglich wiirde 9) nicht alle 
Beziehungen, die zwischen den Wurzeln bestehen, in sich schliessen. 
Man kann nun auf zweierlei Arten zu der Resolvente unserer be- 
sonderen Gleichung kommen. Entweder man geht von 
8) E =a, 2, + a@,%+...4 4,2, 


aus, wendet auf § alle r Substitutionen von G@ an, erhiilt 


51a Sa. Say +--+ & 
und bildet die Resolvente 7 Grades 
10) F,®=@—§)(€-8)---€-8) = 0 


oder man geht von dem fertigen Ausdrucke ftir /(§) aus, der unter 
7), 7’) aufgestellt war, beachtet, dass derselbe reduktibel wird, wenn 
man 9) adjungiert, und dass F(&) einer seiner irreduktiblen Teiler 
wird. Die iibrigen Teiler werden, ebenso wie F,(§) vom Grade 7; 
sie unterscheiden sich nur durch die Konstanten « von einander. Jeder 
entsteht durch die Multiplikation aller Faktoren (§— §&.), welche durch 
die Anwendung der Gruppe G aus eimem einzigen unter ihnen ent- 
stehen. Die Gruppe von F, (§)=0, als Gruppe unter den & aufgefasst, 
ist vom Grade und der Ordnung r; sie ist einstufig isomorph zu der 
Gruppe G des Grades n und der Ordnung r, welche zu @ gehirt. 

Die Gruppen aller Faktoren F,(§),...von F(&) sind daher nur 
durch die Bezeichnung von einander unterschieden. 


Lehrsatz IV. Ist eine spezielle Gleichung /(«)=0 durch 
die Gattung von 


9) P (2, %,-.-%_) =O 
charakterisiert, deren Gruppe G die Ordnung r hat, so zer- 
. - - ! 
fallt die allgemeine Galois’sche Resolvente in 9= * Faktoren 
r 
10) F,() =90, 
deren jeder als Galois’sche Resolvente der speziellen Glei- 
chung gelten kann. Alle Warzeln yon 10) sind rationale 
Funktionen jeder einzelnen; durch diese kinnen alle Wurzeln 
von f(z)=0 ausgedriickt werden. Der Ubergang von f(@)=0 
zu F,(§)=0 ist identisch mit demjenigen von @ zu der ein- 
stufig isomorphen Gruppe & (§ 122). 
Da bei der Bildung von 10) nur die Gruppe, nicht die spezielle 
Natur von 9) entscheidend ist, so gehért dieselbe Resolvente zu allen 


5 ti 


jl Stata ba aad dee 
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Gleichungen, welche durch Funktionen derselben Gattung charakteri- 
siert sind. Ist eine von diesen geliést, so ist %,, ¥,, 
&, bekannt; also ist 10) gelést und damit jede andere derartige Glei- 
chung. Wir erhalten also den Beweis fiir den in § 221 ausgesproche- 


nen Satz: 


. Ln, tnd damit 


Lehrsatz V. Sind zwei Gleichungen f,(z) =0, f,(~)=0 durch 
Wurzelbeziehungen y,=0 respektive y,—0 charakterisiert, 
welche zu derselben Gattung gehéren, so zieht die Auflésung 
der einen diejenige der anderen nach sich. 


§ 224. Wir haben in friiheren Kapiteln Fille behandelt, bei 
denen in der That derartige Wurzelbeziehungen entweder direkt ge- 
geben oder leicht aus der gestellten Aufgabe herauszulesen waren. 
Haufig liegt die Sache aber so, dass nicht direkt eine bekannte Funk- 
tion u(z,,...2,) zur Adjungiernng vorliegt, sondern dass w implicit, 
als Wurzel einer Gleichung, auftritt, welche als auflésbar angesehen 
wird. So ist z. B. bei dem Problem der algebraischen Anflésung von 
Gleichungen die Hilfsgleichung von der einfachen Form 


iy? AH). ky) = OF 


hierbei wird y als bekannt angesehen, d.h wir erweitern den 


_ Rationalitiitsbereich von f(z) —O derart, dass wir eine jede rationale 


Funktion der Wurzeln ihm adjungieren, sobald eine Potenz dieser 
Funktion dem Bereiche angehért. Von einer wirklichen Lésung der 
Gleichung ist nicht die Rede. 

Es erscheint angemessen, dass, wenn man eine irreduktible 
Hilfsgleichung als auflésbar ansieht, nicht eine Wurzel w derselben zu 
f(z) =0 adjungiert wird, sondern dass dies mit simtlichen Warzeln 
der Hilfsgleichung geschieht. Dies sind die verschiedenen Werte, welche 
U(£;,.--Zn) =, im Rationalititsbereiche von f/(z)=—0 annimmt. Denn 
um die Hilfsgleichung zu finden, der y, als Wurzel geniigt, wenden 
wir auf y, alle x Substitutionen der Gruppe von G@ an und erhalten 
z. B. m you emander verschiedene Werte 

11) Yr, Vay Wyse Ve 
Die symmetrischen Funktionen derselben sind im Rationalitatsbereiche 
yon f(z) =0 bekannt; also auch die Koefficienten der Gleichung 

12) gL) =(H— XH) (W— Uy) 0 (Y= Um) = 9; 
und 12) ist die gesuchte Hilfsgleichung, deren Lisung als bekannt 
angesehen wird. 

Nun ist die durch die Gruppe @ respektive eine zu G gehorige 
Funktion (#,,-..%,) charakterisierte Gleichung f(z)—0O gegeben. 
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Thr adjungieren wir alle Wurzeln von 12), oder, was dieselben Dienste 
leistet, die eine lineare Kombination jener m Wurzeln 
= OW, + Oy Wy +. 0. Om Ym 
Es fragt sich, wie daraufhin die Gruppe von f(z)=0 sich ge- 
staltet. ‘ 
Die adjungierte Funktionengattung war vorher 9; jetzt ist sie 


PHL= PAY YH yt +... + nV 


Die Gruppe war vorher G; jetzt ist es diejenige Untergruppe von G, 
welche gleichzeitig auch in den Gruppen von 7,, ¥,.-. v,, enthalten 
ist. Wir bezeichnen diese Gruppen von v,, %,... Um der Reihe 


nach mit fs pal 3s Re ae # 


Die grésste diesen m Gruppen gemeinsame Untergruppe sei AK. Dann 
gehort K zur Funktion x. 

Wendet man nun auf die Reihe der y,, ¥,,... W» die Substitu- 
tionen von G an, so reproduziert sich die Reihe bis auf ihre Anord- 
nung; denn y,,... w,, sind ja alle und nur diejenigen Werte, die aus 
~, durch Anwendung von G hervorgehen; also reproduziert sich auch 
die Reihe der H,, H,,...H,, bei Transformationen mit Substitutionen 
von (7, und deshalb andert sich AK nicht, wenn man es durch G trans- 
formiert. Man hat also die Gleichung 


Gi KG =A 


Mit I” bezeichnen wir weiter diejenige Untergruppe von G, welche in 
kK enthalten ist; sie gehért demnach zu p+ 4; sie charakterisiert die 
Gattung, welche zu f(«)—0O nach der Adjunktion siimtlicher Wurzeln 
von 12) gehért. Wie K, so ist auch I mit G@ vertauschbar; 
I ist eine ausgezeichnete Untergruppe von G@ und zwar die 
umfassendste unter denjenigen, welche gleichzeitig in H,, H,,... Hn 
enthalten sind. 

Hieraus ist noch zu schliessen, dass G eine zusammengesetzte 
Gruppe ist; doch findet dies nur statt, wenn sich I’ nicht auf die Kin- 
heit reduziert; denn eine ausgezeichnete Untergruppe, die gleich 1 ist, 
deutet noch nicht auf die Zusammensetzung einer Gruppe hin. 

Andererseits erkennen wir, dass, wenn @ einfach ist, I sich un- 
bedingt gleich der Hinheit ergeben wird; dann reduziert sich die Gruppe 
von f()=0 dureh die Lésung von 12) auf 1, d.h. es sind nach der 
Liésung von 12) alle Wurzeln von /(#)=0 bekannt, oder auch: durch 
die Lésung von 12) wird /(w)—0 gleichfalls gelist. Dies liefert fol- 


genden Satz: 
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Lehrsatz VI. Ist eine beliebige Gleichung /(z)=0 mit der 
Gruppe G gegeben und adjungiert man ihr simtliche Wurzeln 


11) V1; Wo, Ws, wisi'e) Wn 
einer irreduktiblen Gleichung m'™ Grades 
12) gH) =o" — Ay! 4+...=0, 


deren Koefficienten rational im Rationalitatsbereiche von 
f(#) und deren Wurzeln rationale Funktionen von 4, &,... Hn 
sind, so reduziert sich G auf die héchste ausgezeichnete 
Untergruppe I von G, welche y,, wv, ... Ww ungedndert lasst. 
Ist G eine einfache Gruppe, so wird T=1. Nur wenn G zu- 
sammengesetzt ist, kann man durch Auflésung einer Hilfs- 
gleichung die Gruppe auf eine von der Hinheit verschiedene 
Untergruppe reduzieren und damit die Resolventengleichung 
in nicht lineare Faktoren zerlegen (vergl. § 196). 


§ 225. Wir verweilen einen Augenblick bei diesen Resultaten. 
Ist die allgemeine Gleichung n'™ Grades f(v)=0 vorgelegt, so hat 
die zugehorige Gruppe G die Ordnung =n! und die Galois’sche Re- 
solventengleichung den Grad m! Die Gruppe ist zusammengesetzt; 
die einzige ausgezeichnete Untergruppe ist die alternierende (§ 84). 
Nimmt man als Resolvente : 

Y= V4, 
wo 4 wie gewohnlich die Diskriminante von f(a) bedeutet, dann wird 
die Resolventengleichung 
12") y— A=0 

und I’ wird die alternierende Gruppe. Nach Adjungierung der beiden 
Wurzeln von 12’) zerfallt die vorher irreduktible Galois’sche Resol- 
ventengleichung in zwei gleichberechtigte Faktoren des Grades } 1}, 


und die Resolvente 
= 0,0, +%,%, +... + 0,2, 


lisst jetzt nur noch Substitutionen zu, welche V4 nicht findern und 
also der alternierenden Gruppe angehoren. 

Fiir n> 4 ist die alternierende Gruppe einfach. Gesetzt, es gibe 
eine m-wertige Resolvente ~, so hiingen die Werte ,, wv, .-.W der- 
selben von der Lésung einer Gleichung me” Grades ab. Durch die 
Adjungierung derselben, oder auch durch diejenige von 


x = B, yy, + Bort, SB eee a Bin Wn 


reduziert sich nach dem Lehrsatze VI) die Gruppe der Gleichung auf 
die identische Substitution 1, (Dies ist auch daraus ersichtlich, dass 
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1 die einzige Substitution ist, welehe in den Gruppen vou ey) @y,) os 
, gleichzeitig auftritt.) Die Gleichung /(@)= 0 ist demnach geliist; 
denn es sind alle Funktionen bekannt, welche sur Gruppe 1 gehdren 
oder unter ihr stehen. Unsere Untersuchungen aus dem sechsten Ke 
pitel zeigen jedoch, dass hierbei eine Erniedrigang des Grades der 
aufzalisenden Gleichung nicht eraielt werden kann, da fir n>4 die 
Anzahl m der Werte von @, wenn sie 2 tbertriftt, grdsser oder gleich 
n ist. Im letuteren Falle wird flr »- 6 stets » in (#— 1) Hlementen 
symmetrisch werden, so dass wir direkt ¢=.2, seteen und die Resol- 
ventengleichung mit der ursprilnglichen /(@) = 0 identitizieren kbnnen, 
-Lebrsats VII. Die allgemeine Gleichung v&* Grades (vw > 4) 
wird durch die Lisung einer belebigen Resolventengleiohung 
von hdherem als dem aweiten Grade gelist Ks giebt jedooh 
keine Resolventengleichungen, deren Grad grisser als 2 und 
kleiner als » wire. Ist n=-6, so giebt es auch keine von der 
Gleichung f(x)=0 wesentlich verschiedene Resolventenglei- 
chungen nr Grades; bei n= giebt es eine solehe 

Es midge ferner noch ein Resultat fritherer Untersuchungen in 
die Form unserer jetzigen Anschauungen gekleidet werden; 

Lehrsats VIII. Die allgemeine Gleichung finften Grades 
besitzt eine Resolventengleichung sechsten Teac’ 

§$ 226. Wir kehren nach den beikiutigen Resultaten des vorigen 
Pura! auf den Lehrsatx VI) suriick und wenden uns sur Unter 
suchung der Gruppe der eee ts 

12) a(e)= -¥,) (® — Wy)... (H— dy) =O, 
deren Wurzeln &,, "ih ss. My Simthich der Gleichung f(e) = 0 adjun- 
giert wurden. 

Die Ordnung der Gruppe von 12) finden wir am einfachsten durch 
die Bemerkung, dass dieselbe gleich dem Grade der irreduktiblen Glei- 
chung ist, welcher 

O= PP HMR bre bh PaWe 
als Wurzel geniige leistet. Fassen wir @ als Panktion von ay Hay res 
w, auf, so stellt sich A als die Gruppe von @ heraus; I ist die wn. 
fassendste Untergruppe, welche A und G gemeinsam haben, Um also 
alle Werte zu erhalten, welche @ im Rationalititsbereiche von f@o=0 
anzunehmen im stande ist, muss man @ auf @ in Anwendung bringen; 


die Anzahl der verschiedenen Werte ist sodann gleich dem Quotienten 


s 


aus den Orduungen ¢ yon @ und »’ yon Ty wir setsen p= = 
? 


en a ee ee 


a 


Ce ee a 


d: 
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Man erkennt daraus, dass, wenn die Grappe G einfach, T also 
von der Ordnung +’ =1 ist, die Ordnung v der Gruppe einer beliebi- 
gen Resolventengleichung mit derjenigen von {(z)=( wiederum tiber- 
einstimmt, so dass also keinerlei Vereinfachung dadurch hervorgerufen 
wird. 

Zur Gruppe von 12) selbst kommen wir durch die Uherlegung, 
dass sie alle und nur solche Substitutionen unter den # enthalt, welche 


die Natur von f(z)=0 nicht andern; wendet man daher auf 


11) D1, Uz, Oz, --- Om 
die Substitutionen von G an und fasst die Umstellungen der w als 
Substitutionen zwischen diesen Elementen auf, so bilden diese Sub- 
stitutionen die Gruppe. Es sind jedoch nicht alle + so erhaltenen 
Substitutionen von einander verschieden; denn jede Substitution, die 
zu I gehort, lasst alle Elemente w an ihren Stellen. Auch hierans 


folgt wieder die Ordnung der Gruppe von 12) gleich v= 5 Ebenso 


erkennt man, dass diese Gruppe 7-stufig isomorph zur Gruppe von 
f(z) =0 ist. 

Lehrsatz IX. Ist G, die Gruppe von {(7)=0 von der Ord- 
nung r; besitzt dieselbe eine ausgezeichnete Untergruppe IT 
von der Ordnung +’; reduziert sich ferner G auf I, nachdem 
der Gleichung f(z)—0 samtliche Wurzeln 11) von 

12) g(¥)—0 
adjungiert sind, dann ist die Ordnung der Gruppe dieser 


letzteren Gleichung v= 5 und die Gruppe ist zu derjenigen 
von f(z)=0 r'-stufig isomorph. 


Wir kénnen der Gleichung 12) einen ganz speziellen Charakter 
durch passende Wahl der Resolvente verleihen. 

_ Wir wahlen als Resolvente eme zur ausgezeichneten Untergruppe I 
gehérige Funktion y. Dann hangt 7 von einer Gleichung des Grades 
r=! 
tional ausdriickbar sind, denn 7,, %, --- % gehdren samilich cu der- 


ab, deren Wurzeln samtlich durch eine eimzige unter ihnen ra- 


-- selben Gruppe I (§ 101 Lehrsatz IX). Die Gruppe von 12) wird da- 


durch zn einer Gruppe 2 gemacht, denn die Gruppe von 12) ist 


_ transitiv, weil g(z) irreduktibel ist. Wir erhalten somit: 


Lehrsatz X. Ist G, die Gruppe der Gleichung f(z)=—9 von 
der Ordnung r; besitzt G eine ausgezeichnete Untergruppe I 


268 Zweiter Abschnitt, Anwendung der Substitutionentheorie. 


der Ordnung 7; ist ferner x, eine zu F gehdrige Funktion der 

Wurzeln 2, ay, ... ts von /(2)=0, so kann man eine irreduk- 

tible Gleichung ‘ 
h(Q=x —Ayatot+ Ayn? ... =0 


r . .. . . 
vom Grade y= , aufstellen, deren Wurzeln simtlich ratio- 
7 


nale Funktionen einer einzigen unter ihnen sind, und welche 
so beschaffen ist, dass die Adjungierung einer ihrer Wurzeln 
zu f(@)=0 die Gruppe @ auf I reduziert. 

§ 227. Lehrsats XI. Ist I’ eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe von G, so ist die Gruppe von h(y)=0 eine tran- 
sitive, einfache Gruppe; und umgekehrt: ist / keine umfas- 
sendste ausgezeichnete Untergruppe von G@, dann ist-die 
Gruppe von k(y)=0 zusammengesetzt. 

Wir bezeichnen die Gruppe von h(y)=0 durch G’; ihre Ordnung 


ist y=-—:- Wir nehmen an, @' besitze eine ausgezeichnete Unter- 
a 


gruppe I’, deren Ordnung *" sein mége. Nach dem Lehrsatze IX) ist 
G' au G@ v'-stutig isomorph. Aus den auf 8.98 § 88 abgeleiteten 
Siitzen folgt, dass diejenige Untergruppe J von G, welche der Gruppe I’ 
entspricht, eine ausgezeichnete Untergruppe von G sein und dass sie 
die Ordnung v’.7 haben wird. J ist also wie I ausgezeichnete Unter- 
gruppe von G; die Ordnungen beider sind v'.r’, respektive ». Wir 
zeigen, dass I’ in J enthalten ist. Dies folgt emfach aus der Bildung 
von G! (§ 226), der zufolge die Substitution 1 von G' allen den Substi- 
tutionen von G@ entspricht, welche die Reihe 11) unangetastet lassen: 
I in G entspricht also der einen Substitution | in G’. Daher ist J 
umfassender als I’; denn es entspricht der Gruppe I” in G'. Ist also 
G' zusammengesetzt, so ist nicht ausgezeichnete Maximaluntergruppe 
von G. 

In gleicher Weise wird durch Kigenschaften isomorpher Gruppen 
die Umkehrung des Satzes bewiesen. ‘ 


$ 228. Wir beachten weiter, dass mit jeder Reduktion der Gruppe 
eine Zerfiillung der Galois’schen Resolventengleichung Hand in Hand 
geht (Lehrsatz LV), withrend eine Zerfiillung der Gleichung /(«)=0 
nicht eingutreten braucht. 

Miernach gelangen wir zu folgendem zusammentassenden Theoreme: 

Lehbrsats XII. Ist die Gruppe @ einer Gleichung f(@)=0 
zusammengesetzt, und ist 


Se ee 
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GU iG, An Gd 
eine zu G gehorige Reihe der Zusammensetzung, so dass jede 
der Gruppen G,, G,,... G,, 1 eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe der vorhergehenden Gruppe der Reihe ist; sind 
ferner die Ordnungen der einzelnen Gruppen 
. MV) Voy ee My Ty 
so kann man das Problem der Auflésung von f(7)=0 in fol- 
gender Weise reduzieren: Man hat der Reihe nach je eine 
Gleichung des Grades - 


Clue alibiade alan LSet sos 
? ’ ade ? \ 

a re Vy 
zu losen, deren Koefficienten in dem durch die Lisung der 
vorhergehenden bestimmten Rationalititsgebiete rational 
sind. Diese Gleichungen sind irreduktibel, einfach und so 
beschaffen, dass alle Wurzeln einer jeden Gleichung durch 
eine beliebige Wurzel derselben rational darstellbar sind. 
Die Ordnungen der Gruppen dieser Gleichungen sind re- 
spektive r oT. % 

1 1% ‘1% Te 
Hierbei wird die Galois’sche Resolventengleichung, welche 
urspriinglich irreduktibel und vom Grade + war, der Reihe 
nach in 


Faktoren zerlegt. Nach der letzten Operation ist also f(”)=0 
vollkommen gelést. 


§ 229. Die Zusammensetzung der Gruppe G einer Gleichung 
/ (az) = 0 iiussert sich, wie wir sehen, bei der Zerfillung der Galois’schen 
Resolventengleichung. Wir verweilen fiir einen Augenblick bei der 
Wrage, wann eine Zerfillung des vorgelegten Gleichungspolynoms 
f(x”) selbst eintritt? Ks ist leicht ersichtlich, dass beim Ubergange 
von Gq 4 Ga41 in der Reihe der Zusammensetzung von G dann und 
nur daun eine Zerlegung eintreten wird, wenn Gg, nicht mehr alle 
die Hlemente transitiv verbindet, welche durch G, transitiv verbunden 
sind. § 79, 8. 86 klirt uns iiber die hierbei eintretenden Verhiiltnisse 
auf: G, ist imprimitiv in Hinsicht auf die transitiv verbundenen Kle- 
mente, welche bei G a4. intransitiv auseinander treten. 

Gehen wir von G aus, so ist /(“)=O0 irreduktibel; so bleibe es 
beim Fortschreiten zu G,, G,,... Ga bis fiir G4, Intransitivitiit, also 
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nach § 79 fir Gi Imprimitivitiit eintritt. Dann zerfillt f(w) in so 
viele Faktoren, als intransitive Systeme von Elementen hervorgerufen 
werden. Es treten (wieder nach § 79) in G41 gleichfalls alle 
Elemente auf, Wir ordnen jetzt die Substitutionen von G, in eime 
Tabelle ein, wobei wir die Systeme der Intransitivitit von Ga+1 bertick- 
sichtigen. Es mégen uw solcher Systeme bestehen, so dass f(#) in 
«w Faktoren zerlegt wird. Dann schreiben wir in die efste Zeile der 
Tabelle alle und nur diejenigen Substitutionen von G,, welche die 
Elemente des ersten Systems der Intransitivitit nicht in Klemente 
anderer Systeme iiberfiihren. Die Substitutionen dieser Zeile bilden 
eine Gruppe, welche Gai, als Untergruppe enthilt; ihre Ordnung ist 
demnach *.7¢41. Die zweite Zeile enthalte alle die Substitutionen 
von Gq, welche auf das erste das zweite System der Intransitivitit fol- 
gen lassen; ihre Anzahl ist gleichfalls x.7,41:. Solcher Zeilen giebt 


a; in ihnen stehen alle Substitutionen von G,; folglich ist 


es | 


! ; lee 

Wit Voti=les w= — — 

‘ +1 ) iy Wy Tot1 

d.h. die Anzahl der Faktoren uw, in welche f(x) zerfallt, ist 

‘ : Vo : “ 

ein Teiler der Anzahl on der Faktoren, in welche gleich- 
a+l 


zeitig die Galois’sche Resolventengleichung zerfallt. Das ent- 
sprechende geschieht offenbar bei jeder spaiteren Zerfillung. 


§ 230. Bisher haben wir der gegebenen Gleichung f(%)=O alle 
Wurzeln einer anderen Gleichung‘g(w)=0 oder h(y) =0 adjungiert, 
deren Wurzeln rationale Funktionen von #,, 2, ... waren. 
Dies scheint eine starke Hinschriinkung zu sein. Wir wollen daher 
jetzt der Gleichung / (a) 0 alle Wurzeln einer irreduktiblen Gleichung 

13) k()=0 
adjungieren, von der wir nur wissen, dass sich ihre Koefficienten im 
Rationalitiitsbereiche von /(v)—0O befinden. Wir nehmen an, dass 
durch die Adjungierung die Gruppe G der Gleichung f(x) =0 reduziert, 
die Resolventengleichung also in Faktoren zerlegt werde. Hieraus 
suchen wir iiber die Natur von 13) ins klare zu kommen. 

Dieselbe Gruppenreduktion, wie sie durch Adjungierung der Wur- 
zelu von 13) erreicht wird, kénnen wir durch die Adjungierung einer 
rationalen Funktion y, (a, @, -.. @n) der Wurzeln von f(2)=0 er- 
reichen. Denn reduziert sich G auf H, so braucht man nur w als 
zur Gattung von H gehérig anzunehmen. vy, ist demnach nach der 
Lisung yon 15) rational bekannt, so dass wir setzen kénnen 
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WAAR, + sto n= Wy (2y5 Wasa 04 Sma) Pty» 
Die Gleichung, welche y, liefert, ist somit identisch mit derjenigen, 
welche “ liefert. Sie sei 
14) L(u) = 

Alle Werte, welche %, im Rationalitiitsbereiche annehmen kann, wer- 
den durch die. Wurzeln von 14) geliefert; alle diese sind aber gleich- 
zeitig Werte von #,, d.h. sie werden nach der Liésung von 13) be- 
kannt. Also sind die Werte von w,, welche als Wurzeln von 14) 
auftreten, simtlich der Gleichung f(#)—0 zu adjungieren. / ist 
daher eine ausgezeichnete Untergruppe von G. 


Lehrsatz XIII. Die Hinwirkung, welche die Adjungierung 
aller Wurzeln einer beliebigen Gleichung 13) auf die Reduk- 
tion der Gruppe G von f(x) =0 ausiibt, kann durch diejenige 
aller Wurzeln einer Gleichung 14) ersetzt werden, welche 
durch rationale Funktionen 2, %,... 2, befriedigt wird. 

Wir befinden uns also, trotz unserer Loslésung von scheinbaren 
Beschriinkungen, durchaus innerhalb der friiher besprochenen Verhilt- 
nisse, bei denen zur Adjungierung nur rationale Funktionen der Wur- 
zeln zugelassen wurden. 


r4 


§ 231. Hiernach liisst sich umgekehrt auch die EHinwirkung be- 
stimmen, welche die Lésung von f(x) =O auf &(¢)=0 hat, falls durch 
die Lisung von k(z)=0 eine Reduktion bei /(#)=O eintritt. Durch 
die Lésung von f(v)=0 wird y, bekannt, damit auch ,, und 14) 
ist gelést. Denn 14) ist so beschaffen, dass die Adjungierung aller 
Wurzeln dieselbe Gruppe H hervorruft, wie die Adjungierung einer ein- 
zigen Wurzel y, zu f(“2)=0, und folglich sind alle Wurzeln von (14) 
rational durch w, darstellbar. Dasselbe gilt, wenn man die “P, (z,, 2, ...) 
als Wurzeln ansieht, so dass “,, #,,... zu derselben Gruppe der Ele- 
mente z gehoren, a dass diese Gruppe der Ordnung vy eine aus- 
gezeichnete Untergruppe der Gruppe von k(¢) ist. 

Lebrsatz XIV. Sind 

f(#)=0, k(¢)=0 
zwei Gleichungen, deren Koefficienten demselben Rationa- 
litiitsbereiche angehoéren und welche so beschaffen sind, dass 
durch die Lésung der zweiten und die Adjungierung aller 
ihrer Wurzeln zur ersteren die Gruppe von /(w)=0 auf eine 
in ihr enthaltene ausgezeichnete Untergruppe von y mal ge- 
ringerer Ordnung reduziert wird, so wird auch umgekehrt 


272 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie, 


durch die Lisung der ersten die Gruppe der zweiten auf den 
yen Teil ihrer Substitutionen reduziert. Die Gruppe von 
f(x) =0, wie die von k(e)=0, ist zusammengesetzt, und y ist 
ein Zahlenfaktor der Komposition. Diejenigen rationalen 
Funktionen einer der beiden Gleichungen, durch welche die 
Reduktion ihrer Gruppe in derselben Art bewirkt werden 
kann, wie durch die Lésung der anderen Gleichung, sind ra- 
tional durch die Wurzeln derselben darstellbar, 

Es kann, wie man sieht, die Gruppe von /(w)=0 auch durch 
die Auflésung einer Gleichung /(¢) = 0 reduziert werden, trotzdem die 
Wurzeln derselben keine rationale Funktionen von #,, wy, ... @ sind; 
es muss eben nur rationale Funktionen von ¢,, 2,... %, geben, welche 
rationalen Funktionen von w,, %y, ... 2, gleich sind. 

Aus dem vorigen Lehrsatze folgen unmittelbar die Corollare: 

Zusatz I. Wenn die Gruppe G@ der Gleichung /(@) <0 ein- 
fach ist, kann sie nur mit Hilfe von Gleichungen aufgelést 
werden, bei denen die Ordnung der Gruppen Vielfache der 
Ordnung von @ sind. 

Denn da G@ auf 1 reduziert wird, so ist das v im Lehrsatz XTV) 
gleich der Ordnung von G zu setzen. 


Zusatz II. Wenn die Gruppe @ von f(r) 0 durch die Auf- 
lésung einer einfachen Gleichung /(¢) 0 reduziert wird, 
dann sind 2,, %&,... 2%, rationale Funktionen der Wurzeln von 
f(x) =0. 

Denn in diesem Falle ist v gleich der Ordnung der Gruppe von 
k(z)=0; diese wird nach der Reduktion gleich 1, also ist 


Wy Oy By Hh Og By vas fb mn Sin Dy (By, Boys. « Bp) 


zi setzen; , ist die Galois’sche Resolvente von /(¢) 0. 


§$ 282. Ebensowenig wie durch die Adjungierung der Wurzeln 
einer neuen Gleichung h(2)=0 zu f(a) =0 eine Hrweiterung gegen- 
iiber der Adjungierung rationaler Funktionen der Gleichungswurzeln 
selbst erzielt werden kann, ebensowenig findet dies statt, wenn die 
Wurzeln beider Gleichungen in einen und denselben rationalen Ans- 
druck eingehen. Wir werden beweisen: 

Lehrsatz XV. Sind 

f(a)=0, k(e)—0 
zwei irreduktible Gleichungen, deren Wurzeln durch ratio- 
nale Beziehungen ' 
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P (Bigs Vag ee Wns X45 Say 00h) 0 
mit einander zusammenhingen, so koénnen alle diese aus 
einer einzigen von der Form 

W (Hy, Way 0+ Wn) = 4, (A, 5 Hay +0 Bm) 
abgeleitet werden, in welcher die Wurzeln beider Gleichungen 
getrennt auftreten. 


Bezeichnen wir nimlich mit &, ¢ die beztiglichen Galois’schen Ke- 
y] 


solventen und mit F(b)=0, K()=0 


die irreduktiblen RKesolventengleichungen, welche au [(7) 0, h(z)=0 
gehoren, so werden die Grade r, 7’ von I’, K gleich den Ordnungen 
der Gruppen sein. 

Jetzt kann man %,, z,,... %, rational durch § und 4%, 2, «++ &m 
rational durch € ausdrticken und erhilt dadurch 


PAL yy Lays Wns By yy + 68m) = D(E, b) —0, 


Der Ausdruck ® kann mit Hilfe von I’=0 und Ke go reduziert 
werden, dass sein Grad in € hochstens gleich r—1, in 6 héchstens 
gleich r’—1 wird. Wir setzen dies als geschehen voraus. Dann haben 


die Gleichungen OE, f)=0, F(t) ~0 


eine Wurzel gemeinsam. Volglich kann, wenn man ¢€ zum Rationa- 
litatsbereiche zieht, die [esolvente /'(£) nicht mehr irreduktibel sein, 
weil sonst die irreduktible Gleichung r“” Grades mit einer Gleichung, 
die héchstens bis zum r— 1%” Grade aufsteigt, eine Wurzel gemein- 
sam hitte; ausgenommen ist dabei der Fall, dass (&, ¢) identisch 
Null. wird. 

Tritt dies nicht ein, so wird durch die Adjungierung aller Wur- 
zeln von k(z)=0 oder durch die von 6, die Resolvente von /(”) = 0 
zexlegt; also befinden wir uns in der Lage der vorigen Paragraphen; 
durch Adjungierung einer Funktion 4 von %,, 4,...%, kénnen wir die- 
selbe Reduktion erreichen und es wird 

1 (yy 00 on) Yi (by 5 Fey 0 +2 %m)> 
Existieren mebrere derartige Beziehungen, so konnen alle aus derselben 
Gleichung abgeleitet werden. Diese lisst sich leicht finden, wenn man 
eine Funktion 7 so wihlt, dass alle anderen unter der ihr angehéren- 
den Gattung enthalten sind. 

Wenn dagegen @(£,6)—0 identisch gleich Null ist, so folgt 
daraus, dass die Koefficienten des nach § geordneten Polynoms (&, 6), 
d.h. Funktionen von der Form 4, (6) oder ° 
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te (41) 22)++%m) =9 
sind. Ebenso miissen dann auch Funktionen von der Form y, (§) oder 
D,'( Ciphosrexin) — O 


werden, wenn man ®(é, £) nach Potenzen von ¢ anordnet. 

Diese Gleichungen kénnen in der That g=0 machen; dadurch 
wird aber nur eine scheinbare, keine wirkliche Abhiingigkeit der Wur- 
zeln von f(a) =0, k(z)=0 woh shiver! q¥=0 wird zur Gruppe von 
k(z)=0, %(a,,...)=0 zur Gruppe von f(%)=0 gehéren. 


Fiinfzehntes Kapitel. 
Algebraisch auflosbare Gleichungen. 


§ 233. Wir haben in § 228 folgendes Theorem aufgestellt: Wenn 
die Gruppe G der Gleichung f(#)=0 folgende Reihe der Zusammen- 
setzung liefert: 

1) Gi; Gh, Ga sith, Gadd 
und die Ordnungen der einzelnen Gruppen beziiglich 
7, Vyssh, eal Cho 
sind, so kann man die Auflésung von f(v)—0O durch diejenige einer 
Reihe von einfachen, irreduktiblen Gleichungen der Grade 
Tat ie Foeiy 


DEP) ABS RS Se 9 ES 
1G PAD wa Vy 


bewirken, deren erste eine zur Gattung G, gehérige Funktion liefert, 
wiihrend die Koefficienten der Gattung G angehdren, deren zweite eine 
zur Gattung G, gehorige Funktion liefert, withrend ihre Koefficienten 
der Gattung G, angehéren u.s.w. Alle diese Gleichungen 


%=9, 2= 0,7 70; ye 
haben die Eigenschaft, dass die Wurzeln einer jeden durch eine be- 
hebige unter denselben rational dargestellt werden kénnen, so dass die 
Ordnung ihrer Gruppe dem Grade derselben gleich, d.h. dass die 
Gruppe vom Typus 2 (§ 122) wird. 
Wir wollen untersuchen, wann alle diese Gleichungen 


4—9 binomische Gleichungen von der Primzahlordnung p,; wer- 


den und also die Form 
: ya 2h— H,=0 ; 


Fiinfzehntes Kapitel. Algebraisch auflisbare Gleichungen. 275 


annehmen, wobei H; in den zur Gattung G,_, gehdrigen Gréssen ra- 
tional ist. Mit anderen Worten: wir wollen die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafiir aufsuchen, dass f(2)=0 
algebraisch lésbar ist. 

Notwendig ist es fiir die Erfiillung der aufgestellten Forderungen, 
dass die Faktoren der Zusammensetzung - “4, 2, +++ simtlich Prim- 

oars 
zahlen p,, ~P., P3,-..- seien; denn diese Quotienten geben die Grade 
der Gleichungen 'y¥/— 0), y%, = 0,7, =0, 0 an. 

Hinreichend ist dies gleichfalls. Dies wurde bereits in §§ 102 und 
103, Lehrsatz X) und XII) dargethan. Nicht etwa, dass jede zu 
G, gehorige Funktion, in die p;*° Potenz erhoben, eine zu G,_, ge- 
hérige Funktion giebt, sondern es lisst sich eine Funktion finden, 
fiir welche dies der Fall ist, sobald jene Bedingung erfiillt ist. 

Wir haben daher den Satz: 

Lehrsatz I. Damit die algebraische Gleichung /(%)=0 
durch Wurzelausziehungen auflésbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass die Faktoren der Zusammensetzung 
ihrer Gruppe simtlich Primzahlen sind. 


§ 234. Mit Hilfe von Lehrsatz XIII), $103 kénnen wir dem 
soeben erhaltenen Satz eine andere Ausdrucksform geben: 

Lehrsatz II. Damit die algebraische Gleichunge f(#)=—0 
durch Wurzelbeziehungen auflésbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass man ihre Gruppe durch eine Reihe 
von Substitutionen 

1, ty, to, ts, niprs ty, ty 41 
herstellen kénne, welche folgende beiden Higenschaften be- 
sitzen: 1) die Substitutionen der Gruppe G,;= (1, 4, &,...4—1, &} . 
sind untereinander bis auf Substitutionen der Gruppe Gi_1 
=11,t,4,..-4—-1} vertauschbar; 2) die niedrigste Potenz von 
t, welche in G,_, vorkommt, hat zum Exponenten eine Prim- 
zahl (vergl. auch § 83, Lehrsatz XIX). 


§ 235. Ferner erméglichen es die Untersuchungen von § 85, den 
ersten Lehrsatz in einer neuen, dritten Form auszusprechen. Wir 
sahen niimlich dort: Stimmt die zu G gehérige Hauptreihe 

2) Gs Hid jo Binssak 
nicht mit der Reihe der Zusammensetzung iiberein, so kann aus jener 


ersteren 2) die letztere 1) durch Kinschiebung neuer (rruppen, z. B. von 
alfa 
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3) Wg Upon 7 (hare es A) 

zwischen H und J u.s.f. abgeleitet werden. Dann sind die Faktoren 
der Zusammensetzung, welche zum Ubergange von H zu H', von H' 
zu H",... von H® mm J gehdren, einander simtlich gleich. Sind 
demnach nicht alle zu 1) gehdrigen Faktoren der Zusammensetzung 
einander gleich, so hat G eine Hauptreihe der Zusammensetzung 2). 
Wir sahen ferner (§ 86 S. 96): stets wenn die zum Ubergange von H, 
H', H",... zur jedesmalig folgenden Gruppe gehérigen Faktoren der 
Zusammensetzung Primzahlen sind (die einander nach dem soeben Be- 
sprochenen natiirlich gleich werden), und nur, wenn dies der Fall ist, 
sind die Substitutionen von H untereinander bis auf Substitutionen 
von J yertauschbar. Daraus folgt: 


Lehrsatz III. Damit die algebraische Gleichung f(#)=0 
durch Wurzelausziehungen auflésbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass ihre Hauptreihe der Zusammen- 
setzung 


2) Gai Unk age 


folgende Higenschaft besitze: die Substitutionen jeder Gruppe 
sind bis auf Substitutionen der niichstfolgenden Gruppe mit 
einander vertauschbar. 


Die Substitutionen der letzten Gruppe der Hauptreihe, welche der 
Kinheit vorhergeht, sind daher untereinander vertauschbar. 


§ 236. Bevor wir in der Theorie weiter gehen, wollen wir einige 
Anwendungen der bisher abgeleiteten Siitze geben: 


Lehrsatz IV. Ist eine Gruppe I” einstufig isomorph zu 
einer auflésbaren Gruppe G, so ist auch I eine auflésbare 
Gruppe. 

Nach 8. 98 stimmen die Faktoren der Zusammensetzung von G 


mit denen von I’ jiberem. Daher folgt unser jetziges Theorem un- 
mittelbar aus dem ersten Lehrsatz. 


Lehrsatz V. Ist eine Gruppe I” mehrstufig isomorph zu 
der auflésbaren Gruppe G; entspricht ferner der Substitu- 
tion 1 von @ die Untergruppe © von I; ist endlich auch J 
eine auflésbare Gruppe, so wird I’ gleichfalls auflésbar sein. 


Die Faktoren der Zusammensetzung von I’ bestehen nach S. 98 
aus denen von G und denen von 2. Die Anwendung von’ Lehrsatz 1) 
zeigt demnach die Richtigkeit unseres Theorems. 
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Lehrsatz VI. Ist eine Gruppe G auflésbar, so sind es auch 
alle ihre Untergruppen. 


Wir setzen wie gewohnlich 
E, = 0,0, + OX +... + OaXn, 
wenden auf & die Substitutionen von G an, erhalten &, &,... £ und 


quite 9(®) =) E-8)... EB) <0. 
Hs ist charakteristisch fiir die Auflésbarkeit von G und dass man mit 
Hilfe von Wurzelausziehungen g(&) in lineare Faktoren zerlegen kann. 

Ist nun H von der Ordnung 7, eine Untergruppe von G und liefert 
diese bei ihrer Anwendung auf & die Werte &, §,... &, so sind 
diese simtlich unter §, §,... § enthalten; folglich ist 

h(§)=6—§&) 6—&)...E—-&, 
ein Teiler von g(&). Daher lisst sich auch h(§) mit Hilfe von Wurzel- 
ausziehungen in lineare I'aktoren zerlegen, d.h. es ist H eine auflis- 
bare Gruppe. 

Man hitte den Beweis auch dadurch fithren kénnen, dass man 
zeigt, alle Faktoren der Zusammensetzung von H kamen unter denen 
yon G vor. 

Lehrsatz VII. Ist die Ordnung einer Gruppe G die Potenz 
einer Primzahl p, so ist die Gruppe eine auflésbare. 

Die Gruppe G ist von gleichem Typus mit einer Untergruppe 
derjenigen, welche denselben Grad m besitzt wie G und als Ordnung 
die héchste Potenz p/, welche m! teilt (vergl. §§ 49 und 39). Dass 
diese letztere aber aufléshar ist, folgt aus ihrer Bildung (§ 39), bei 
welcher sich herausstellt, dass alle ihre Faktoren der Zusammen- 
setzung gleich der Primzahl p werden. Nach dem vorigen Satze ist 
also auch G auflésbar. : 

Lehrsatz VIII. Ist die Ordnung einer Gruppe G einer al- 
gebraischen Gleichung /(x)=0 

GADD. Delle’. +5 
wobei ;, 2, ~3,-.. von einander verschiedene Primzahlen sind, 


d aang y | ; ; 
a Py Sar Ds’ Di? ae) o> Dal Ds see) Py > pa’ eee 


ist, dann ist die Gleichung durch Wurzeln auflésbar.* 


Wir benutzen das Theorem von 8. 132, §121. Wir setzen r= p,*.q, 
wo dann p,>gq wird. G enthilt mindestens eine Untergruppe H der 


* L. Sylow: Math. Ann. V, S. 589. 
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Ordaung ps beseichnen wir durch (xp, 1) die Anzahl aller in G 
enthaltenen Untergrappen der Orduung p,*, und durch p,".¢ die Ord- 
nung der Maximaluntergrappe von G@, welche mit 1 vertauschbar ist, 
so wind r=piapb D. Da r= p.g und g<p, ist, so muss 
x= 0 and r= pid gosetat werden, dh, @ selbst ist mit HW vertausch- 
bar, Dareh die Lisung einer Hilfsgleichung des Grades q, deren 
Qrappe die Orduang ¢ besitat, kommt man daher xu einer Funktion, 
welehe der Gattang /! angehdrt, and die Gruppe G redusiert sich auf 
NH (§ WG, Lehrsate A). Die letktere Grappe ist mach dem vorigen 
ate ak Wsbarn, Wenn also die Hilfsgleichung lisbar ist, so ist es 
auch fe) = 0 selbst, 

Die Ordoung der Hilisgleichung ¢@— py. ps! py’... giebt zu den- 
selben Sehiiissen Veranlassung, da dieselben Voraussetzungen gelten 
wie vorher, Thre Anflsbarkeit folgt deswegen aus der einer neuen 
Hilisgleichung mit einer Gruppe der Ordnung py’. p,°... a. sw. 


S$ WTR Wir kehron wu den allgemeinen Untersuchungen von § 235 
suntiok, 

Beim Dbergange von G au G, xerfillt die Galois’sche Resolventen- 
gleichung in . = p, Faktorens beim Ubergange von @, vu Gy zer- 

i ‘ 
{UE jeder dieser vorher irreduktiblen Faktoren in if = py neve Fak- 
toren vw. SW, " 

Da 7) anfangs irreduktibel, sehliesslich aber in lineave Faktoren 
serlegt ist, so wird nach § 229 ein oder mehrere Male eine Zerfillung 
von /(&) oder von einem seiner bereits vorhandenen rational bekann- 
ten Paktoren vugleich mit der Zerfillang der Galois’schen Resolventen- 
gleichung oder deren bereits rational bekannten Faktoren  eintreten, 
Die Anzahl der Faktoren bei der Zerfillang von /(@), welche natiir- 
Neh grisser als lL wird, muss nach §$ 229 ein Teiler der Anzahl der 
Faktoren sein, welche bei der Zerfillung der Resolventengleichung 
auftreten, Diese letetere Anuahl ist bei auflsbaren Gleichungen  stets 
aime Primaahl py. a) ayy os) also findet dasselbe bei f(@)— 0 statt, 
Das heisst: Alle Primtaktoren des Grades » der aufldsbaren 
Gleichung fw) —0 sind Faktoren der Zusammensetyung der 
Gruppe @ und awar jeder mindestens so oft, als er in nals 
Faktor vorkommt® 


* Um einem naheliagenden Letame vormubengen, sei orwithnt, dass, wenn 
dai Vordringer von @ aus bis au Ga das Polynom f(e@) in rationale Faktoren 
BONA, denen einer ff (e) ist, dieser Faktor nicht ard ruppe Ga gu gehdren braucht, 


ee a a a ey ee a 
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Wir wollen nun annehmen, dass » nicht die Potenz einer Prim- 
zahl sei, dass x also von einander verschiedene Primzahlen zu Fak- 
toren hat. Dann kommen auch unter den Faktoren der Zusammen- 
setzung der Reihe von G verschiedene Primzahlen vor, und daher 
besitzt G nach § 85 Zusatz 1) eine Hauptreihe. Diese sei 

2) GHATS KE. Mew’ 
In einer der zu G gehorigen Reihen der Zusammensetzung mégen zwi- 
schen H und J noch 

3) PA EE Te 
aufzunehmen sein. Da » mindestens zwei von einander verschiedene 
Primzahlen zu Faktoren hat, so muss / (a) mindestens zwei mal beim 
Ubergange von einer Gruppe der Reihe der Zusammensetzung zur fol- 
genden in Faktoren zerfallen. Da die Anzahl der Faktoren mit dem 
Faktor der Zusammensetzung iibereinstimmt, und da dieser bei den 
Zwischengruppen 3) sich nicht iindert, so “kénnen nicht beide Zer- 
fillungen innerhalb desselben Uberganges von einem Gliede H der 
Hauptreihe zum nichstfolgenden Glede J derselben eintreten. Be- 
sonders hervorzuheben ist, dass nicht alle Zerfaillungen von 7(“) inner- 
halb des Uberganges von der letzten Gruppe M bis zu 1, also inner- 
halb der auf M folgenden Gruppen der Reihe der Zusammensetzung 


MM MNAMUE, <M es®) 1 
stattfinden kénnen. Mindestens eine der Zerfallungen muss sich friiher 
vollzogen haben. Die erste derselben finde z. B. statt beim Ubergange 
von H' zu H". Dann folgt aus § 229, dass H' imprimitiv ist in den- 
jenigen Elementen, welche sie transitiv verbindet, und dass H” diese 
transitiv verbundenen Elemente in einzelne Systeme der Intransitivitit 
zerteilt hat und nur diejenigen weiterhin mit einander transitiv ver- 
binden kann, welche demselben System der Imprimitivitit von H’ an- 
gehéren. Diese Intransitivitaét pflanzt sich dann auf alle spiateren ent- 
haltenen Gruppen H’",... H® und ebenso auf das nachste Ghed J 
der Hauptreihe fort, welches der Voraussetzung zufolge von 1 ver- 


schieden ist. 


J mége die Wurzeln in die intransitiven Systeme 


v J Ir, yey ey nll. P (m) | (m) PACD) 
U1, Ve, 1+ US Hi, Wa, 00 Vij os} Vy, He, ee Uj 


Er kann auch unter der zu Gj gehérigen Gattung stehen. Die Anzahl der Werte 


von /; (x) ist folglich nicht notwendig gleich ; sie kann auch ein Vielfaches 
2 

dieses Quotienten sein; und das Produkt /; (@)./}'(#)... aller Werte von 7 (2) 

ist nicht notwendig gleich f(z); es kann auch eine Potenz dieses Polynoms sein. 
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zerlegen; diese mégen so wenig umfangreich als méglich gewahlt sein. 
Dann wird jetzt der Ausdrack 


At PACE Alix wera 


ein rational bekannter Faktor von f(#) sein, welcher keine rational be- 
kannten Teiler mehr enthilt. Da wegen der Higenschaften der Grup- 
pen der Hauptreihe G-1I@=J 


ist, so gehéren alle Werte von /i(#) zu derselben Gruppe J; sie sind 
also mit /2(”) gleichzeitig bekannt. Ausser /i(~) kennen wir noch 
als Werte dieses Ausdrucks 
i (a)=(@— ai) (@—ak) ...(4@—a?), 
ri (%) = wee (4 — oe .("— of, 


fon ( ape yaa 2") he ah om), bts w(., 


Existierte ausser diesen noch ein neuer, so wiirde derselbe mit einem 
f\(«) Wurzeln gemeinsam haben. Somit liesse sich /(x) und also 
noch /)(#) in rationale Faktoren zerlegen, was den Annahmen wider- 


spricht. Folglich hat /;(#) auch nur m=" Werte und hingt somit 


von der Lésung einer Gleichung des Grades m ab. Ist diese Glei- 
chung m'" Grades 


4) eW)=9¥-AY-f)...y—fh”)=9, 
so entsteht f(v) durch Elimination von y aus 4) und aus 
5) fi (2) =v — y, (y)a'—? + oy, (y) ai? — ... = 0, 
wobei 


Vy!) =a + ag+asc...tat, 
YW) = ge ae Srapsien a tet at 


ist, so dass ~,, Wo, ... aoa an ii uinlernaauas sind. Da f(x) 
das Eliminationsresultat von 4) und 5) ist, so wird nach § 222 die 
Gruppe von f(a) imprimitiv sein. 

Das ganze Gewicht der durchgefiihrten Schliisse beruht auf dem 
Umstande, dass J der Hauptreihe von G angehért, und dass also 
G-'JG=d ist. Nur daraus war der Séhlose" ZU sieht: dass alle 
im Rationalitiitsgebiete von /(w) vorhandenen Werte von /1 (x) bekannt 
sind, Es wird sich dies besonders deutlich an eimem sofort zu be- 
handelnden Beispiele herausstellen. 
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Lehrsatz IX. Ist der Grad m einer algebraischen, irreduk- 
tiblen, auflésbaren Gleichung durch zwei von einander ver- 
schiedene Primzahlen teilbar, so kann man mn stets in zwei 
Faktoren n=i.m derart zerlegen, dass die gegebene Gleichung 
f(x) =0 in m neue zerfallt 


Re—0, f@—0, ... i @) —9, 


welche samtlich vom Grade i sind und deren Koefficienten 
aus den rational bekannten Gréssen durch die Auflésung 
einer Gleichung des Grades m abgeleitet werden kénnen.* 
Die Gruppe der Gleichung f(x)=0 ist imprimitiv. 


Wir wollen hiermit die Auflésung der allgemeinen Gleichung 
vierten Grades vergleichen, auf welche, da 4—2? ist, die obigen 
Schliisse nicht anwendbar sind. Es zeigt sich sofort, dass beide 
fiir die Zerlegung des Polynoms in lineare Faktoren notwendigen Zer- 
fallungen erst imnerhalb des Bereiches der letzten Gruppe der Haupt- 
reihe M, M', M'",...1 vorkommen. Die Reihe der Gleichung besteht 
aus den folgenden Gruppen: 


1) die symmetrische Gruppe; 

2) die alternierende Gruppe; 

3) (1, (@, 2) (54), (1%) (Le Hs), (HL) (Xe Xs) 13 

4) [1, (22) (#52%4)]; oder 4’) [1, (#15) (#2 4)]3 
oder 4") [1, (#4) (2a5)]; 


2 


5) die Gruppe 1. 


Die Hauptreihe wird aus den Gruppen 1), 2), 3), 5) gebildet. Der 
Ubergang von 3) zu 4) und von 4) zu 5) liefert jedesmal den Prim- 
faktor 2. Die Gruppe 4) ist die erste intransitive. Bei ihr tritt ein 
Zerfallen von f(z) in zwei Faktoren (vx—w,)(v—2,) und (w—2#,)(w—«) 
ein. Da aber 4) nicht zur Hauptreihe gehdrt, so sind nicht alle 
sechs Werte von (x --2,)(%—,) bekannt; hiitte man die Gruppe 4’) 
gewahlt, so ware man auf (w—,)(«—;) und (w—a,)(w™—4,) ge- 
kommen u.s.f. Das Produkt dieser sechs Werte liefert die dritte 
Potenz von f(x) =(x—42,) (#—«,)(@—4#,)(@—a,). Man kann also 
zwar f(x) in ein Produkt aus zwei Faktoren zweiten Grades zerlegen; 
aber die Koefficienten eines jeden solchen Produktes sind nicht von 
einer Gleichung des Grades $2, sondern von einer solchen des 


Grades 6 abhingig. 


* Abel: Oeuvres complétes II, p. 191. 
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Betrachten wir ferner die inreduktiblen auflisbaren Gleichungen 
seohston Grades, so folgt, dass es fiir sie vwei verschiedene Arten 
giebt, jenachdem man y aus 

P—AWMebAM) =O, y= ey + Qy—y =O 
oder aus 
B= AWE +AW = AW) =O, y= cyt yO 
oliminiert, so dass jede auflsbare, irveduktible Gleichung  sechsten 
Grades einer dieser beiden Arten angehbrt, 

S$ WS. Wir kUnnon nach deu Resultaten unserer Untersuchungen 
dio einschrinkende Voraussetyung machen, dass der Grad der betrach- 
teten Qleichung fe) = 0 die Poteny einer Primzahl sei; denn andern- 
falls KOnnen wir die Gleichung als Kliminationsresultat behandeln 
und dadurch die Frage vereinfachen, Weiter kinnen wir voraussetzen, 
dass eine derartige Zorlegung, wie sie im vorigen Lehrsate angegeben 
War, bet unserer Gleichung des Grades p* nicht vorkomme, da sonst 
dine gleiche Vereintachung mighch wire, Dies erreichen wir durch 
die Annahme, dass die Gruppe der Gleichaung primitiv sein soll, Dann 
sind beide Maghehkeiton abgesohnitton, 

Unter soloher Annahme gehen wit sur Untersuchung der Gruppe 
Uber, 

Der Grad dor Gleiehung sei p's die Hauptrethe der Zusammen- 
sotwung ihrer Grappe 

2) Gy 4.4, Bk, afd. 


Geht man von G ther Ay J)... bis WW) so kann bis dorthin 
noch ketme Zerlogung des Polynoms /(e) stattgefunden haben; denn 
sonst kimnten die Sehliisse des vorigen Paragraphen in Anwendung 
gebrac ht werden, wad diese widen geigen, dass @ inprimitiv ist, Dureh 
den Dbergang von G bis au A wird die Gleichung 7(@)=0 sur Aut 
sung yVorbereitet’, aber fe) wird noch nicht in Faktoren verfillt, 
Me A Zerfillungen der Gleichung des Grades p* treten demnach beim 
Cbergang vou der letzten Gruppe der Hauptreihe bis war Kinheit aut, 


a. h. bei M, M', Mw", uy - Me ». l: 


> 

es muss demmach x > 4 sein, Die Anwendung von § 85 Zusaty IV) 
(S99) ergiobt, dass alle Substitutionen von JW unter einander vertauseh- 
bar sind, Die durch die Gatiung A charakterisiorte Gleichung ist. so- 
mich eine Abel sohe Gleiohung des Grades p' (§ 180) Nach den 
Sohliisson von $85 gehdrt wa jedem 0 ‘bergange innerhalb der letyten 
Nethe der Faktor » der Zusammenseteung, so dass die Ordnung von 
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IM gleich p* zu setzen ist. Ferner kann M erhalten werden, wenn 
man eine Anzahl von x Gruppen mit einander vereinigt, welche nur 
die Einheit als gemeinsame Substitution besitzen, einander ahnlich 
sind und p zur Ordnung haben. Es mdégen dies sein: 


EM ee Mk es Mo, 


Aus diesen Higeuschaften ist ersichtlich, dass jede dieser Gruppen aus 
den Potenzen einer Substitution der Ordnung p gebildet ist: 


3, S,,; 53; ss. 84-1; 


und dass wegen der Vertauschbarkeit der Gruppen (vergl. 8.96 oben) 
auch 


Se 53 = 358q° (a, 6 —0,1,..2%—1) 
sein muss. Jede Substitution von M kann demnach durch 
Sicn fay. Sc-2y 
ausgedriickt werden. Wegen der Vertauschbarkeit der s unter ein- 
ander ist 
(so 5§...55 1 P= 5? Ht? SS”... sz? =1. 
Jede Substitution der Gruppe M ist von der Ordnung p. Un- 
sere Abel’sche Gleichung gehért infolgedessen zur Kategorie derjeni- ~ 
gen, welche in § 183 behandelt wurden. Ebenda (§ 184) sind auch ihre 
Substitutionen analytisch dargestellt worden. Es ergab sich folgende 
Form der Darstellung fiir dieselben 


b==)2,, 2a5---by Sy 47 Oy, Sn-+ 0, --- 2+ az; (mod. p). 


Schon das vollkommen gleichmissige Auftreten aller Indices 2,,...z, 
zeigt, dass bei den Reduktionen von MV bis zu 1 genau ~ Zerfallungen 
des Polynoms /(#) eintreten werden, wie sich dies auch dann er- 
kennen lasst, wenn man etwa 


M =| 2, 195 %gy-+-Be 5 Se + Uy, 2g 4+03,--.%+a,| (mod. p), 


yee a “4 ; 7 : - 
M A Ane eet oe» -1) 235 2g + ts, eee 24,+4, (mod. p), 


. . . . . - - . . - . . . . . - . . . . 


setzt. Daher ist «=A. Man erhilt demnach als erstes Resultat: 


Lehrsatz X. Die letzte Gruppe der Hauptreihe einer pri- 
mitiven, auflésbaren Gleichung des Grades p’ besteht aus 
den p’ arithmetischen Substitutionen 


| hy hype ee hy Bt, By Mey ore erly, (mod. p). 
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Die Wurveln der Gleighung werden dabei dargestellt durch 


ba ey 
Bay myrt,  ameOyl, 2... — 1). 


Da G, die Gruppe der Gleichung mit J/ vertauschbar ist, so folgt 
aus $ L388, dass @ aus der Kombination von arithmetischen und geo- 
motvischon Substitutionen bestehen wird. Es folgt damit als weiteres 
Rosultat; 


Lehrsaty XI, Die Gruppe @ jeder auflésbaren, primitiven 
Gleichung des Grades p” besteht aus der Gruppe der arith- 
motisohon Substitutionen des Grades p* kombiniert mit geo- 
metrischon Substitutionen desselben Grades 


WER yy vee Be BHO Bice Hepeny Mg8, +O +... + gee, ...| 
(mod. »). 


$ 289. Bevor wir in den allgemeineren Untersuchungen fortfahren, 
betrachten wir die Fille x= 1,2, trotzdem der erstere bereits friiher 
besprochen und erledigt ist. 

Wir betrachten guerst die auflésbaren, primitiven Gleichungen 
des Primzahlgrades p. Das Wort ,primitiv’ kénnen wir dabei aber 
unterdrticken, da die Tmprimitivitit eine Einteilung der Wurzeln in 
Systeme von gleichvielen Elementen fordern wiirde, welche ja hier 
wnmdghioh ist, 

Die Gruppe der allgemeinsten auflisbaren Gleichung muss mit 


G--\@ aeteal (@=1,2,...p--1; e=0,1,...p—1) (mod. p) 


musammenfallen oder in ihr enthalten sein, Wir beweisen das erstere 
dadurech, dass wir die Gruppe der Zusammensetzung von G@ aus bis M 
konstruieren und seigen, dass alle Faktoren der Zusammensetzung, 
welehe dabei auttreten, Primgahlen sind. Wir zerlegen »— 1 in seine 
Primtaktoren p= l= @,.gy... und bilden die Untergrappe 


»—1 
H.-\2 QQ .2+a,/ (Q= LiKe : ; @, =0, 1,...p—1), 
L 
ebenso die Untergruppe 
»—1 
J 18 AQ etQL! (Q= ie ee ——— s on, 1... —-L), 
91 Ve } 


R » - . - 
wid fahren so fort. Dann gehiren WH, /,... der Hauptreihe von G@ an. 
Denn es ist a, B 


G-'J@G=J. 
N st . 
Setet man nimlich 


t=x|2 @z+a)\, so folgt trtea|s * (@—) 


? 
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1 pa |. 2 ° L 
z aw a) [2 eid B+ Op |*|2 aetor 


As Vy Io % — UF lly 
ah 


2 M9192 +8 + 


? 


so dass die Transformation einer Substitution aus J durch eine be- 
hiebige Substitution aus G wiederum zu einer Substitution aus J 
fiihrt. Offenbar stimmt hier die Hauptreihe mit der Reihe der Zu- 
sammensetzung tiberein; alle Faktoren der Zusammensetzung q,, qo, .- 
sind Primzahlen. Damit ist der Nachweis vollendet. 

Lisst eine Substitution von G zwei Wurzeln w,, #4 ungeiindert, 
so liisst dieselbe alle Wurzeln ungeiindert. Denn aus y: ay + a, 
0 ad+«a folgt unzweideutig «1, «0 und die Substitution wird 
zu der identischen 1=|z 2}. 

Lasst eine Substitution von G eine Wurzel x, ungeiindert und 
fiihrt sie 2,41 in 2 tiber, so geht jedes % in ayj—@—y+y tier. 
Denn aus y—ay+a, 0-a(y+1)+a folgt unzweideutig a—d—y, 
a=y(y-d+1) und die betreffende Substitution erhilt die Horm 
ye (O—y)e+yy—d+1)|, 

Lasst eine Substitution von G keine Wurzel ungeiindert und wan- 
delt sie Z, in % um, so geht x in %4 5-2, tiber. Denn nur dann 
kann fiir keinen Wert von y die Kongruenz y ay-+a stattfinden, 
wenn a —1 ist. Soll dabei y+ 1 in 0 tibergehen, so muss 0 =y-+ a 
sein; dies ergiebt «—0—vy und fiir z die arithmetische Substitution 
\2@ e+0—y}. 

Dies sind genau dieselben Resultate, welche uns friiher die alge- 
braische Methode lieferte. 


Lehrsatz XII. Die allgemeinen auflésbaren Gleichungen 
vom Primzahlgrade p sind die Galois’schen Gleichungen, 
Ihre Gruppe hat die Ordnung p(p—1); sie wird aus den Sub- 
stitutionen der orm 


s=|2 ag+al; (a=—1,2,...p—1; ¢=0,1,...p--1) (mod. p) 
gebildet. Ihre Faktoren der Zusammensetzung sind alle 
Primzahlteiler von (p—1), jeder so oft genommen, als er in 
(p—1) als Faktor eingeht, und ausserdem p selbst. 


§ 240. Wir gehen zu den allgemeinsten auflésbaren Gleichungen 
des Grades p” mit primitiver Gruppe tiber. Zu Grunde liegen die 
arithmetischen Substitutionen 


Sb yy hy By My, By + My 


(mod. p), 
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welche die letzte Gruppe M der Hauptreihe bilden. Um weiter zu 
der vorhergehenden Gruppe LZ der Reihe zu gehen, miisste man eine 
Substitution von folgenden Eigenschaften bestimmen: ihre Form ist 
S= 4% G%,+6,%,, @2,+6,%| (mod.p); 
die niedrigste Potenz derselben, welche in M vorkommt und also die 
Form # besitzt, muss eine Primzahl zum Exponenten haben. Da nun 
alle Potenzen von s wiederum dieselbe Form besitzen, wie s selbst, so 
muss die Potenz gleich 4,2, 4, % —=1 werden, d.h. die Ordnung - 
der Substitution s muss eine Primzahl werden. 
Durch diese und Shnliche Prinzipien gelangt man zu den nach- ~ 
stehenden Resultaten,* auf deren Ableitung wir nicht naher eingehen: 


Lehrsatz XIII. Von allgemeinen auflésbaren, primitiven 
Gleichungen des Grades p* giebt es drei verschiedene Typen. 
Der erste Typus ist durch eine Gruppe der Ordnung 
2.p*(p—D® charakterisiert, deren Substitutionen aus den fol- 
genden abgeleitet sind: 
3 at Ms Sie \@ ee 1, eyez yt (mod. p), 
% %%, G&S (@, @=1,2,3,...p—)), 


z z z 
wey <2 “37 “2'h> 


| 
) 


Die gum zweiten Typus gehérigen Gruppen haben die 
Ordaung 2p*(p*—1) und ihre Substitutionen entstehen aus 
der Kombination der folgenden: 


\%y% AH, BEE (@,@=0,1,2,...p—1), 

%y% az,+bez,, bz,4a2, (a,b=0,1,...p—1; nur nicht a,b=0), 
a» yr — 5 

¢ ist eim beliebiger quadratischer Rest mod. p. 


Der dritte Typus besitzt Gruppen von der Ordnung 
24p?(p—1). Die Form der konstituierenden Substitutionen 
ist verschieden, jenachdem p=1 oder p=3 (mod. 4) wird. . 
Tritt das erstere ein, so kommen zu den beiden Substitu- 
tionen: 
My% Ate, Ste) (a, a, =0, 1, 2,...p—1), 
Zi %_ @z,, a, (a= 1, 2,3,...p—1) 


noch folgende vier, bei denen ¢ eine Warzel der Kongruenz. 
@==— 1 (mod. p) bedeutet: 


* C, Jordan: Lionville, Journal de Mathém. (2) XIII, p. 111—135. 
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(M1) My 12, —1%y|, 21,2. Vey, 14 |, 
245 eo 2p — hey My 4%y|, |B, hy My +h, %— %/- 
Ist p 3 (mod. 4), so kommen zu jenen beiden noch folgende 
vier, bei denen s,¢ die Kongruenz s?+¢?==—1 (mod.p) be- 
friedigen: 
By Bo Fe, — B14 fy % $2, +e, t2,—Sé%\, 
41,% —(1+st)z,+(s—t?)4%, (t+s*)2,+(st—s—d)z%|, 
11% 8% +(1+t)z, (-—1)2,—s% |. 
liir p=3 sind der erste und der zweite Typus, fiir p=5 
ist der zweite Typus nicht allgemein. Sie treten dabei als 
Spezialfille des dritten auf, welcher stets allgemein ist. 


§ 241. Wir kehren zu allgemeineren Betrachtungen zuriick. 

Genau wie im vorigen Paragraphen bei p*, so kénnen wir auch 
allgemein den Schluss auf diejenigen Substitutionen machen, welche 
der Gruppe L angehéren, wo L die der Gruppe JM in der Reihe der 
Zusammensetzung yorangehende Gruppe ist. wird gebildet, wenn 
man zu den Substitutionen 

b=) Bqy Fay v0 Suv hy Ty, 2g MQ, 020 Sz Oy) (mod. p) 

yon M noch eine Substitution 4 
B24 jSoyeee UM +0,% +... +O 2, Oy2, + b,%+...+62,,...| (mod. p) 
hinzunimmt, bei der eine Primzahlpotenz die erste ist, die in die 
Form ¢ tritt. Da alle Potenzen von s dieselbe Form wie s haben, so 
muss jene Potenz, die auch als Substitution ¢ erscheint, gleich der 
Hinheit werden; also erhalten wir die Bedingung, es miisse s eine 
Primzahl| als Ordnung besitzen. Ferner darf die Gruppe L ={t, s} nicht 
imprimitiy werden. 


§ 242. Aus der Form der fiir G tiberhaupt méglichen Substitu- 
tionen erkennt man: 


Lehrsatz XIV. Alle Substitutionen, mit Ausnahme der 
Einheit, welche der Gruppe 
DENG, Pon cee be 2 Oy Sat Cay «02 Se + | 
angehoéren, setzen alle Wurzeln der Gleichung um. 


Umkehren lisst sich dieser Satz, wie es bei x=1 méglich war, im 
allgemeinen Falle nicht. Denn das Element ~.,,.,,...., bleibt fiir 


B= 1215 Foy nes Bn C2, 4D, A 4+.. eee +O, yl) Aby ey t...b ey ax ay, 000 


nur ungeindert, falls die x Kongruenzen (mod. p) 
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@, Deri bya C2, +a, =0 
S) Sy So e+ ed Ea a Gm Dd 
On By + irae AG Date =0 
befriedigt sind; sobald daher die Determinante 
a,—1, b,, ee | 
D=| Be ee ee 
| Ax, ER wer Casal 


ist, lassen sich o,, 0, .. a, so wihlen, dass das System 8) fiir kein 
System 2,, %,.-. 2 befriedigt wird. 

Wir betrachten jetzt alle Substitutionen unserer Gruppe G, welche 
ein Element ungeindert lassen. Da die Klemente sich nur durch ihre 
Benennung von einander unterscheiden, so kénnen wir %,0,...9 als das 
feste Element ansehen. Dann sind die Substitutionen, welche dieses 
Element nicht umsetzen, 


T= | 2,5 %a500082 0,2, 10,2, +... 16,2. Agayct 0,8) uee tot ope eel 
Auf diese reduziert sich die Gruppe, falls man 2, 9,...9 der Gleichung 
adjungiert. Da alle Substitutionen von G erhalten werden, wenn man 
zu denen von I’ die konstanten Gréssen von a,, @,... hinzufiigt, und 
da die Wahl der @ auf p” Arten modglich ist, so erkennt man, dass 


durch Adjungierung einer einzigen Wurzel G auf den p**™ Teil seiner 
Substitutionen reduziert wird. 


§ 243. Wir wollen ferner annehmen, dass eine Substitution der 
Gruppe (+1) Elemente 2,,,.,,...., ungeiindert lasse. Dann ist das 
System S) des vorigen Paragraphen fiir («-+1) Wertsystem von z 


eat ly) 
%oy eee hy @ M3 ef) 
52 


4 =0), 2=G",...%=—0 (A=0, 1, 2,...x) 

erfiillt. Wir wollen jetzt aber nicht die Koefficienten a, b,...¢; « der 
Substitution, sondern die Werte &, &,... &® als gegeben ansehen 
und die Substitution zu bestimmen suchen. Ist dann die Lésungs- 
determinante 


Gi5,1 baanse SRReREeL 
E= bt, o, tee Ge 1 


69, , 0. 6, 1 


nicht kongruent 0 (mod, p), so giebt es fiir die x Systeme T,), T,), 
T,,) von je («+ 1) Kongruenzen mit den Unbekannten a, b,...; @ 
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T) (a@,—1) ‘Shae b, ee! ! vy Highs =O" 
rT POE tie = 
Py) Ay, Sr oe yer + aH 4 Og . > (A=0,1,2,...%) 
ds.) + “BP. +(G, -1)¢-44, == \l) 
nur je eine Lésung, némlich entsprechend 
i3,) GE SBP ONO Sete Oni = O, 
L.) m%=), b=1,...q=—0; «=, 
L,) az=0, b,=0,...¢=1; a,=0, 


und diese Lésungen liefern vereint die identische Substitution 1. 
Wir nennen nun ein System von (x+1) Wurzeln unserer 
Gleichung, fiir welche H=O0 (mod.p) ist, ein System konju- 
gierter Wurzeln. 
Dann folgt der Satz: 


Lehrsatz XV. Wenn eine Substitution einer primitiven 
auflésbaren Gruppe vom Grade p* so beschaffen ist, dass sie 
(+1) Wurzeln ungeaindert lisst, welche kein konjugiertes 
System bilden, so reduziert sie sich auf die identische Sub- 
stitution 1. ‘ 

Adjungiert man daher der Gleichung (x+ 1) solcher Wurzeln, so 
reduziert sich die Gruppe G der Gleichung auf diejenigen Substitu- 
tionen, welche die (x + 1) Wurzeln ungeiindert lassen, d. h. auf die Sub- 
stitution 1. Dadurch ist die Gleichung gelést. 


Lehrsatz XVI. Alle Wurzeln einer auflésbaren primitiven 
Gleichung des Grades p* sind durch («+1) unter ihnen ra- 
tional darstellbar, falls dieselben kein konjugiertes System 
bilden. 

Setzen wir, was erlaubt ist, da es durch Anderung der Indices- 
bezeichnung erlangt werden kann, die eine der Wurzeln gleich 2, 0,...0, 
so wird die Determinante 


Beem te kk ha 
Ade SIP Sanka So 

Sollen die Wurzeln kein konjugiertes System bilden, so darf KF nicht 
=—() (mod. p) sein. Die Anzahl r der Wurzelsysteme, welche dieser Be- 
dingung geniigt, ist in den §§ 140—142 (S. 154, 155) bestimmt. Wir 


ae r= (p* —1)(p*— p)(p*— p*) ..(p*— p*—). 


Netto, Substitutionentheorie, 


19 
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Lehrsatz XVII Zu jeder Wurzel 2.,,..,...:, lassen sich 
(p*— 1) (p* — p)..-(p* = v7) 
*  £.2.23m 
Systeme von x Wurzeln derart bestimmen, dass die («+1) 
Wurzeln kein konjugiertes System bilden und also im stande 


sind, jede andere Wurzel rational darzustellen. Das System 
der («+1) Wurzeln 


%,0,0,-..0; %1,0,0,...0, %,1,0,-2.0,) --- %0,0,0,...1 
ist zur rationalen Darstellung aller Wurzeln geeignet. 
Diese Resultate werfen ein neues Licht anf unsere fritheren Unter- 
suchungen fiber Tripelgleichungen, speziell auf die Lésung der Hesse’ 
schen Gleichung neunten Grades (vergl. §§ 198, 199). Man erkennt, 
dass wir in gleicher Weise aufliésbare Quadrupelgleichungen vom 
Grade p* konstruieren koénnten u.s. f. 
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